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INVESTIGACIONES

SOBRE EL EMPUJE DE LAS TIERRAS,

y SOBRE LA FORMA Y DIMENSIONES.

DE LOS MUROS DE REVESTIMIENTO,

POR R. PRON'Y.

PREAMBULO.

1 Coulomb publicó en 1773 (tomo TTII-dela Coleccionde las
obras presentadas á la Academia de las Ciencias de París por los
sabios extrangeros) una Memoria, en la qual trata de la apli-
cacion de la mecánica á muchas qüestiones que interesan á la
ciencia y al arte de construir, y en la qual creo se halla re-
suelto por la primera vez el problema del emplilje de las tierras,
teniendo en consideracion los efectos del rozamiento )' de la co-
hesion.

Diez y siete años despues (en 179°) di en mi arqujtectura
hidráulica (art.5.9 6y sig.) una teoría del empuje de las tierras,
en la qual se hallan comprehendidas las mismas circunstancias fí-
sicas; pero habiendo vuelto á trabajar sobre esta misma teoría,
repitiendo de nuevo todos los cálculos, he logrado simplificada
y aclarada de modo, que podrán hacer uso de ella y aplicarla
con grande utilidad aun los prácticos que ignoren los primeros
elementos del cálculo; y á fin de que los obreros puedan aprove-
charse de los resultados prácticos, añadiré un métOdo gráfico pa-
ra determinar el perfil de un muro destinado á contrarestar el em-
puje de las tierras, sin cálculo y c0111l1ucha facilidad, y tal qual
lo darian las fórmulas analíticas.

2 Supongo, como lo han hecho quantos han trabajado sobre
este problema, que el talud natural de las tierras es rectilíneo, sea
que se hayan movido ó no recientemente: la experiencia hace
ver todos los dias que esta hi pótesis difiere muy poco de la reali-
dad, particularmente quando hay poco tiempo que las tierras
han sido removidas.
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2 INVESTIGACIONES

Tambien supongo, que la cohesion, si la hay, es uniforme en
toda la masa de tierra que tiende á derribar un muro, y que el
rozamiento es proporcional á la presi6n normal; 10 que tambien
es conforme á la experiencia.

.

Admitidas estas tres suposiciones, la solucion del problema
puede reducirse á una análisis, aplicable á los objetos prácticos,
por medio de fórmulas cómodas, para determinar en rodos los
casos las dimensiones que deben darse á los muros para que sos-
tengan el empuje de las tierras.

3 Sea ABCD (fig. I) el perfil de un muro que sostiene el em-
puje de las tierras, cuyo perfil indefinido es GBCH (la línea BG
se supone horizontal, y BC vertical); para apreciar el empuje de
estas tierras es necesario distinguir el caso en que hay cohesion
entre sus partes, de aquel en que las tierras han sido removidas
recientemente, yen las quales se supon~ que sus moléculas no
adhieren entre sí, y por consiguiente no hay adhesion.

En el primer caso, si la masa GBCH no se hallase deteni-
da por el obstáculo ABCD, y que BC fuese mayor que una cier-
ta altura, cuyo valor darémos, se separaria de GBCH un prisma,
cuyo perfil es FBC, de modo que la línea CF separaria las tierras
que tienden á desprenderse, de las que permanecen estables en vir-
tud de la cohesion y del rozamiento.

En el segundo caso, en que se supone destruida la fuerza de
cohesion entre las moléculas de la tierra, la línea de separacion se-
ria CG, mas inclinada al horizonte que CF, y separando el trián-
gulo GCB de la masa GCH, las moléculas colocadas sobre GC
se mantendrían en equilibrio únicamente por el rozamiento, sien-
do así que para mantenerse en equilibrio sobre el talud CF nece-
sitan al mish10 tiempo de la cohesion y del rozamiento.

Siendo los rozamientos proporcionales á las presiones, el án-
gulo CGH permanece siempre el mismo, qualquiera que sea la
altura BC. N o sucede lo mismo con el ángulo FCH, el qual tie-
ne con BG una relacion, que determinaré dentro de poco; lo
qua! interesará particularmente á los Ingenieros.

Siendo por suposicion la linea FC el límite que. separa la par...
te de las tierras que tienden á desprenderse, venciendo juntamen.
te la cohcsioll y el rozamiento, de 10 restante de las tierras cuyas
moléculas permanecen reunidas entre sÍ, es evidente que la ten-
dencia á desprenderse ó á resbalar es mayor sobre una línea CE,
que hace con BC un ángulo menor que BCF; y si se pudiese de-
tener por qualquier medio el triángulo ECF, subsistiendo siempre
la cohesion y el rozamiento sobre CE, el triángulo BCE tenderia
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á separarse de la masa representada por GECH, con tanta ma-
yor facilidad, quanto la línea CE se aproximase. mas á la vertical.

4 Senqdo esto, concibamos el cuerpo mIxto represel}tado
por el perfil FCDAF, compuesto de tierra y mampostena, en
el estado de equilibrio. Supuesto que el equilibrio existe, se pue-
de imaginar que la masa total FCB está dividida en un cierto nú.
mero de masas parciales; y qualquiera que sea el nÚmero y la for-
ma de estas divisiones, cada masa parcial debe formar un sistema
particular, en el qu~lla &ravedad se halla en equilibrio con. to-
das las fuerzas y resIstericIas que se oponen al descenso de dIcha
masa parcial.

Por consiguiente, imaginando una línea curva CkE, que qi-
vida al perfil FCB en dos partes EBCkE y EkCFE, la primera
de estas partes se hallará solicitada: r? por su gravedad: 2? por
la suma de todas las fuerzas horizontales equivalentes á la su-
111ade las resistencias de ABCD sobre todos los puntos de la lí-
nea CB: 3° por la suma de las presiones que actúan sobre CkE;
y todas estas potencias, combinadas con el rozamiento y la co-
hesion sobre BC y sobre CkE deben de tener entre sí las relacio-
nes que eXIge el equilibrio.

La suma de las resistencias horizontales que obran sobre BC
se equilibran con las presiones contrarias que resultan de las ac-
ciones combinadas de BCkEB y EkCFE; pero si se supone que
EkCFE forma un cuerpo con GFCH, y no tiende por consi-
guiente á desprenderse, en este caso la accion que actúa contra
BC será producida únicamente por BCkEB; y este empuje de
BCkEB por sí solo no puede jamas ser mayor que la resistencia
de ABCD, quando ABCD está construido de modo que pueda
sostener todas las tierras que tienden á empujarlo ó derribarlo.

Luego el valor particular del empuje horizontal de un perfil
BCkEB tiene por límite de sus incrementos, en las diferentes hi-
pótesis de la curva CkE, la resistencia total que actúa sobre BC,
quando ABCD está construido conforme á las condiciones del
equilibrio absoluto de todo el sistema. Entre el infinito número
de hipótesis de la curva CkE hay necesariamente una, en la qual
el empuje horizontal contra BC es un máxímo, y este máxímo mi-
de el empuje. total efectivo que sostiene el muro ABCD. De esta
propiedad se sigue, que suponiendo que la curva CkE, trazada
sobre la figura, sea tal que el perfil BCkEB sea el que conviene al
máxímo empuje, si se considera la accion de otro perfil qualquie.
fa BCk'E'B, contra BC, se podrá prescindir de la parte Ek.Ck'E';
y en general, dexando subsistir el rozamiento y la cohesion 50-
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bre CkE, se podrá tratar la qüestion como si el perfil GEkCH
fuese el de una masa perfectamente sólida, y el perfil BCkE el de
la sola parte de la tierra capaz de separarse.

5 En el caso de los fluidos, una línea qualquiera tirada del
punto C á la horizomal BG, goza de la propiedad del máximo,
lo que indica que el empuje contra BC tiene siempre el mismo
valor, qualquiera que sea el perfil BCkE de la capacidad que con-
tiene al fluido. Esta propiedad, que se demuestra en la hidros-
tática, se deducirá como una conseqüencia de las fórmulas que
darémos dentro de poco.

6 La investigacion de la curva CkE, que termina el perfil,
del mayor empuje, depende del ramo de la análisis, llamado mé-
todo de las 'Variaciones. Trataré este problema con la generalidad
que permite dicho método en uno de los números del diario de
la escuela politécnica; pero no tratándose aquí sino de un objeto
de práctica, supondré qne C."E es una línea recta, y buscaré en-
tre todos los triángulos sólidos CBE , que pueden resbalar sobre
su hipotenusa CE, venciendo el rozamiento y la cohesion que
experimentan sobre esta misma línea CE, aquel cuyo ángulo BCE
es tal, que la potencia horizontal, capaz de mantenerlo en equi-
librio, sea un máximo: del valor de esta potencia se deducirán la
estabilidad y las dimensiones del muro. Simplificada de este 1110-
do la qüestion , se puede resolver por medio de una análisis com-
pleta, capaz de poderse aplicar CO;1utilidad á la práctica.

E'Va/uacion del empuje horizontal de las tierras contra un múro
destinada á sostener/as, teniendo en cuenta la .,cDhesion

y el rozamiento.
Sea
P == la potencia horizontal capaz de sostener una masa sobre

'\.1nplano inclinado, teniendo en cOl1sideracion la cohesion
y el rozamiento,

Q el peso absoluto de] cuerpo que dicha potencia sostiene so...

bre el plano inclinado,
~ == aUngulo formadopor el plano inclinado y la vertical,
i' - la fuerza de la cohesion sobre la unidad de la superficie,
b == la superficie efectiva, sobre la qua! tiene lugar la cohesion,

f == la relacion de la presion normal al rozamiento,

'1" == el ángulo cuya tang~nte es 1 :f,
1

t == tango -'7Z",
1-

h == la altUra del plano inclinado;
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se tendrá (arq. hid. arto 602 y 992)
QCcos.,-!sen.;)--yb ( . )p - - n.' 1- sen.,-+-! cos,; .

En el problema de que tratamos ~=ang.BCE, y Qes fun-
don de la altura BC, que indicarémos por h; Y como representa-

mos las masas ó los pesos por los perfiles, siendo '7(la pesantez

específica/de las tierras, tendrémos Q '7( area BCE==~'i'i'h2

tango ~.Para representar ')1en la misma hipótesis, es menester subs-

titUir la unidad de longitud á la unidad de superficie, y b')l=~
coso ;

representará la cohesion absoluta sobre CE. Ademas de esto, la

re1acionf da en general la tangente del ángulo BGC, ó la cotJn-
1

gente de BCG; por consiguiente, la equacion tang.'T=fsllPo~

ne que BCG == 'T, Y recíprocamente.
Eliminando por medio de estOs valores, Q,fy b de la equa-

cion (1) , é introduciendo por las fórmulas conocidas de trigono.
metría la tangente de 'T- ~, se hallará la equacion

1

P== - 'i'i'h2tango Hang.(T..-~) -')Ih [tango ~+tang. (T_~)J (2)
2

'
á la qual puede darse la forma - (*)

p== [~'i'i'h2 +yhtang. TJ tango ~tango (T-~) -')Ih tango T (3)

C*) La comparacion de los resultados dados por las equaciones (2) y (3) puede
presentar una dificultad, que aunque no perten7ce de ningun modo al problema de
que trato, me parece conveniente el aclarada : estas equaciones dan exactamente ]05
mismos valores para P, siempre que 7 es menor que un ángulo recto, aunque difiera
de él en una cantidad muy pequeña; pero en quanto llegue á serie igual, se tendrá

1
Para la equacion (2 ) P = - 'lNh' - 2.)'h cosec. (2))').

1
Para la equacion (S) P = - rurh'.

2

Esta falta aparente de conformidad resulta de que la hip6tesis de T= un ~ngulo
recto introduce en la equacion (S) una cantidad infinita (la tangente del quadrante
de círculo), que'se halJa en ella dos vecescon signos contrarios; y se sabe que en
tales ocasiones la expresion co - 00 puede indicar 6 lln cero absoluto ó una cantidcd
finita, que se obtiene quando se quiere, baxo la forma (,). co, siendo (,)una cantidad
infinitamente pequeÍJa: expresion indeterminada. de ]a qual es menester hallar enton-
ces el valor. Por consiguiente, haciendo en la equacion (3) 7 igual á un ángulo rec-
to. menos un ángulo infinitamente pequefio, se hallará fácilmente que el v;lor de P

1
, (:s de la forma - rurh' -,/,h (,). 00, Y el producto indeterminado l<J00es el factor,

2

:1.cOsec. (H) dado por la equacion (z).

5
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Dcterminacion del prisma de tierra que produce el mayor empuje.
Observaciones sobre el caso en que este empuje le produce

un fluido.

8 La equadon (3) es sumamente cómoda para la determi-
nacion dd máxímo que buscamos, pues no teniendo el segundo
miembro otro factor variable que tango t;. tango ( T - t;), basta
el hacer d. [tang. t;.tango(T - t;)]:=o para hallar el valor de ~
que corresponde al máxímo de P; de donde se deduce (*)

1

~=- T (4.).
2

Soy el primero que ha hallado y publicado este resultado no-
table por su sencillez en mi mecánica filosófica, por medio del
qual se obtienen, en todos los problemas relativos al empuje de
las tierras, fórmulas, en las quales, habiendo introducido los ele-
mentos de la cohesion y del rozamiento, son no obstante tan sen-
cillas como las de que se hace uso ordinariamente, y en las qua-
les se han omitido estas circunstancias.

De lo dicho resulta, que el prisma de tierra que produce el
mayor empuje horizontal contra BC es aquel cuyo ángulo BCE
es la mitad del ángulo BCG. Importa notar que esta determina-
don es absolutamente independiente de la cohesion (puesto que
el valor de t;que con viene al máxímo es 4ado por solo el ángulo
del rozamiento), de modo que se aplica igualmente á las tierras
recient.emente removidas, y á aquellas en que eXIste la cohesion;
la única diferencia entre estos dos casos es que el valor absoluto
del máxímo del empuje es mayor en el primer caso que en el se-
gundo.

9 Fig. 2. Si por medio de la equacion (2 J Se construye una
curva RMCS, en la qual AP representa t;, y PM representa P, y
que se tome sobre el exe de las t;, AD= 'T, se hallará que el pun-
to C, el mas distante del exe AD, corresponde en todas las hipó-
tesis de los v~lores de 'T, ')I,.'7r Y h al-punto B, tal que AB= DB;
si las tierras que debe sostener el muro Se hallan divididas, disuel-
tas, y por consiguiente reducidas casi al estadp de fluidez, 'T repre-
sentará un ángulo ó un arco casi igual al quarto deja circunferen-

(*) Se puede determinar ~ sin emplear el dkulo diferencio!l. Para esto, toman-
do Ca igual al radio de las tablas, describiendo el arco abc, y tirando sobre Cb la
perpendicular dbj. se tendrá en general db= tango ~, y. bJ==.tango (r -~) ; y se ha~
lIará, por la geometría elemental, que el mayor producto de db por bJ se verifica
quando el punto b se halla en medio de abc . ó quando db:::: bj. .
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da 'Yseráuna pequeñacantidad, y en estecaso, por una parte el
má~fmo CB de P corresponderá con cortísima diferencia á un va..
lar AB de ~igual á la mitad de un ángulo recto, y por otra la cur-
va RMS se aproximará tanto mas á ser una línea recta, quanto las
tierras sehallen menós distantes del estado de fluidez.

En el caso de halJarse en estado de perfecta fluidez, se tiene
. 1

T==:.ángulo recto, 1"==0 y (equaClones (2) y (3)), P==-7rhz.
1 1

2 .

La fórmula ~== - T da ~== - ángulo recto; por otra parte la cur-
2 2

va RMS se confunde con la tangente TCt paralela al exe AD, Y
1

una ordenada qualquiera Pm es igual á CB y á - '7ih\ de modo
. 2

que el máxfmo CB no es en este caso sino lo que podría llamarse
primus inter pares. De aquí se echa de ver que quando el muro
ABCD (fig. 1) sostiene un fluido, todos los prismas BCe, que
tienen en C su arista comun, producen el mismo empuje contra
BC, por pequeña que sea la línea Be. Por consiguiente, las fór-
mulas precedentes, que á primera vista parece que, en el caso de
la fluidez, dan un resultadó paradóxico, concuerdan perfectamen-
te con la teoría conocida de los fluidos.

Medios de conocer, por experimentos fáciles, el valor absoluto
de la cohesion~

10 SubstitUyamos en la equacion (2), que da el valor gene-
ral del empuje P J el valor de ~ que corresponde al máxímo de P,

. ( )
1

/que es equaclOn 4 , ~== - T, Y se rendra
2

1 (1 1

P = h tango- T - '7Ih tang.-T- 2'1'),
222

equacion muy sencilla, que da el empuje ~fectivo, al qual debe re-
sistir el mmo; pero toda v ía se le podrá dar una forma mas sim-
ple des pues que se haya hecho uso de ella para una determinaciol1
tan curiosa como útil. En los cuerpos sólidos se puede determi-
nar por medio de experimentos di¡-ectos sobre la rotura, y en ge-
neral sobre la separacion de las partes de estos cuerpos, la canti-
dad y contenida en esta equacion; pero guando los cuerpos se di-
viden con facilidad, C01110sucede con las tierras, semejantes ex-
perimentos serian dificiJes, y nada satisfactorios ni concluyentes.
Por consiguiente es menester emplear métodos indirectos, entre
los quales hay uno sobre el qual he reflexionado mucho tiempo
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ha, y consiste en conocer por una parte el talud que toman las
tierras quando acaban de ser removidas, y por otra la mayor pro-
fundidad á que se pueden excavar, antes que su cohesion sea des-
truida, sin que se desprendan, y con estos dos datos determinar
la fuerza de cohesion.

La equacion (S) ofrece inmediatamente la soludon mas fácil
que se pueda dar de este problema. Si llamamos h, el máxí'modda
altura á que puedan excavarse las tierras coherentesantes que se
desprendan, es evidente que substituyendo h, en lugar de h en la
equacion (S), el valor de P será==o; y teniendo presente que
para simplificar la notacion se ha hecho

1

t =tang. -T,
z

se tendrá
I

Y=-7(Th, (6),
4

cuyo valor hace el cálculo muy cómodo, y se deduce de las can-
tidades h, y T, las qua les se determinan por medio de experimen-
tos sumamente fáciles y poco costosos.

Relacion entre las inclinaciones respectivas de los taludes que toman
las tierras quando hay cohesion entre sus partes, y quando no la hay,

o que las tierras han sido removidas recientemente.
,~

.('.

11 Ant'es de aplicadas equadones que preceden á la investi-
.gacion de las dimensiones de los muros de revestimiento, voyá
hacer uso de ellas para determinar la relacion que hay entre el ta-
lud que toman las tierras, cuya cohesion no ha sido destruida,
y el que adquieren las mismas tierras recientemente removidas.
Esta re1acion se deduce generalmente de una de las equaciones (2)
Ó (3), igualando á cero el segundo miembro. Si ademas se subs-
titUye por y Sll valor, equacion (6), Y que se saque el valor de~,

h/
se tendrá; haciendo ---¡;-==m,

.

( 1 ::!::v'[(~m) (1 +m:)] )tango ~=.t . .

: (7).¡-el-m)
Esta equacion ofrece conseqüencias que se deben notar.

r? La indinacion del talud, quando hay cohesion, depende
de la altura de este talud, lo que no sucede quando las tierras han
sido removidas recientemente: entonces no hay cohesion, y las
tierras tornan el mismo talud en qualquiera altura.

.~

r/? El ángulo formado por la línea del talud de-las tierras
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&oherentesy por la vertical es siempre menor que T, y mayor que
1.. ( T es el aágulo f~rmado 'por la vertical y por la línea del ta-
z

Iud de las mismas tierras quando su cohesion ha sido destruida)t

de modo que l6s límites de este ángulo son T y -=- T. Difiere tan-
2-

te menos de .., quanto la altura h de la excavacion es mayor,
1

y tiende á coincidir con - T, quando h difiere poco de h,"2-
3? Quando h == 00, lo que da m:=o, se tiene ~== T; Y quan-

\ 1

do h==h" lo que da m=: 1, se tiene ~==- T; pero como en es~
2-

te último caso el valor cero del empuje corresponde al ángulo

baxo el qual este empuje debe ser en general un máxímo, resulta

que quando h=:h', el empuje es cero, no solamente baxo el án-

gulo -=-7",sino baxo todos los ángulos posibles. Ademas de que
z

esta conseqüencia es evidente, puesto que h, es la altura hasta la

qual puede excavarse el terreno sin que se desprenda.

4? En el caso de la fluidez, T == un ángulo recto, tang ~ T

2-
.

2

= 1,h,==0, m ==0; por consiguiente, tango s ==- == 00, s es
o

un ángulo recto, y la línea del talud horizontal, como debe ser.

Las primeras cOl1seqüencias de la equacion (7) hacen ver que

quando se hacen grandes excavaciones en terrenos coherentes,

deben tomarse grandes precauciones., Si despues de haber profun-

dizado hasta una cierta altura, se ve que se sostienen sin dar

muestra alguna de desprenderse, nos inclinamos naturalmente á

cierta seguridad, que á veces puede ser muy f,:ilsa. He visto un
exemplo de esto en la excavacion de uno de los estribos de un

gran puente, cuya COl1strucciOll he presenciado; y por fortuna

110resultó desgracia alguna.

2
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Fórmulas para determinar las dimension~s de los mU1'OSque deber.
sostener el empuje de las tierras, teniendo en cuenta el rozamientc
y la cohesion. Modo de aplicarlas á todos los grados de consistencia
de las tierras desde la perfecta dureza hasta la perfecta fluidez.

Comparacion de estas f6rmulas con las que se emplean ordina-
riamente, Exemplos.

12 Paso á las fórmulas de que deben deducirse las dimensio-
nes de los muros que sostienen el empuje de las tierras. Substitu-
yen?o en la equacion (5) el valor de'}' dado por la equacion (6),
se tIene

1

P =-7iht2 (h - h,) (8):
2

no creo pueda haJlarse una forma mas simple para representar el
valor del empuje efectivo y total á que debe resistir el muro, te-
niendo en consideracion la cohesion y el rozamiento, y con la
ventaja de que se pueden determinar por experimentos muy fáci-
les los valores de todas las cantidades que entran en el segundo
miembro de esta equacion.

13 Falta determinar el momento de los empujes horizontales,
y el punto por donde pasa su resultante.

La equacion (8) da la suma de los empujes horizontales á la
altura h) esta suma tomada á la altura z, será

2-7izt2 (z- h,),
.

2

cuya diferencial =..:. '7It2'( 2Z - h,)dz. Esta presion elemental
2

actúa al extremo del brazo de la palanca h - z, y su momen-
1

to =-7('t2(h - z) (2Z- h,)dz.
2

'Integrando esta expresion para tener la suma de los momen-

tos sobre la altura z) y observando que esta suma es pula quan-

do z==.h" su valor general se ~educe á
1 2 1 1 .

-7('t2 [--z'+(h+-]~ )z2-hhz+-h3J;
2 .3 2'1 J 6'

(téngase presente que se supone tango-T = t), y á la altura to-
2

tal h.

momento del empuje total =~'7(t2 (h-h,)2 (h+2- h,) (9).
6 2 . ...

14 Dividiendo este valor del momento total, por el del em-
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puje total, equacion '(8) J se conocerá á qué distancia del pun-

tO e (fig. I ) pasa la resultante horizontJJ igual á este empuje

total.
1

Distancia del pie del muro
al

(k-k')Ck+-;k,)

f;n~~~..~.~..~:.~~~~~~.~.~~.~.~..~~..~.~~~.l.~
==

3n
.oo.( 1o):

expresio'n que se reduce á!- h quando se supone h, ==0.
3

15 Todas estas expresiones son, como se ve, muy sencillas

y fáciles de calculár. Sean

La area ABCD del perfil vertical del muro == A.
El peso específico de la mampostería : == I1.
La distancia horizontal del centro de inercia)

ó de gravedad ?e 1;-, al punto a.l rededor del I
= k.

qual se Sl,lpOnegIrana este perfil, SIel muro em- (
pezase á inclinarse en la direccion del empuje...)

La fuerza f1orizontal equivalente á la adhe-
re"ncia del ~muro sobre la ul1~dad de superficie} = 1'.

de la plataforma de la fundaclOl1 ! .
El ancho de la base del muro...! ~.!! == b.
La relacion entre el peso del muro y elroza-l

miento que produciria en su base si resbaldse so
L -

bre ella, venciendo la adhesion en .virtud de un (""""'"'''' - q.
empuje horizonta1 0 )

La relacion entre la presionnormal de las tier'l
ras contra la superficie anrerior del muro J y ell - ,
rozamiento que producirian sobre ella en el mo- \ - q.
mento en que empezase á ser derribado )

Es fácil establecer las equaciones que deben servir para deter-
minar las dimensiones del muro. Slfpondrémos primero que el pa-
ramento interior BC es verrical : distinguirémos dos casos; aquel
en que el muro es rechazado horizontalmenre, resbalando sobre
su base; y aquel en que es derribado, girando sobre la arista ex-
terior de esta base. Estos dos casos dependen de condiciones de
equilibrio independientes, que es menester distinguir con aten-
cion, y guardarse bien de confundidas. En el rrimero la fuerza

resistente,cuyo valor es rb+q [ArI +!-q''7(ht2 (h - h,)] debe
').

igualarse con el valor del empuje dado por la equacion (8); en
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el segundo el momento de la fuerza resistente es AnA....................

+-':"'b q'7rht'1.(h-h ) +.!-b'2.r, que es menester igualado al eI1l-,
2 '2

puje total dado por la equacion (9). Por consiguiente, teniendo'

presente que t-= tango.!-T, se hallarán las equadones de equili-
2

brio que siguen.

Primer caso. El muro puede moverse horizontalmente, res~a-

landa sobre su planta:
1 - qq'

br+ qAn== 7rht'2.(h -hJ ..oO.eII).. Z
Segundocaso. El muro puede ser derribado girando al rededor

de una de sus aristas inferiores.
1 [ 1

' '

1 b'l'
ADA

,

=-7rt2
,

(h- h,) -(h-h,)(h+-h)-bhq'J-':'-"(I2).
'2 3, Z Z

16 Conviene observar, que el rozamiento d~ las tierras C011
la mampostería nunca es tan grande COlDOel que hay entre las
tierras mismas; y como considerando esta Última causa de resis-
tencia se di~.mimlye yala solidez del muro mas de lo que' conven-
dda en una infinidad de casos prácticos, no se debe dudar de ha-
cer q'= o, esto es, de hacerabstra~cion del rozanliento deIas
tierras contra la süperficie interior del muro, afin de favorecer la
solidez iY por, la misma razonse pued~ hacer lo mis'tno con r en
la equacion (12) solal'nente;'lo'quereduce las doseqoaciones an-'. /tenores a

'

.,
",

'

Primer caso. El muro puederesbalátsóbre su plataforma
, 1

,'""
"', ,,"

. br +qA-n~77íh[.(h---h,t) Cr3).

Segundo caso. El mmoipuedesei' derribado
.

1 ;,'. 1

Ank - 6"'7ft'2.(h7.lfl)~:(h;~Th,) ,(r4)'

17 Pára aplicarestasequaciorie5 ;~las diferentes formas que
deban darse á Jos muros solo falta substituir por A,b y.k los va-
lores correspondientes á dichasfotmas y dimensiones de estos
muros.
. Por consiguiet}te, haciendo ,,

El 'grueso delínuro ,en su cordon ,;, , .x,
, La relaciol1 cmtre la b<!~e}'1? ah,.

' '.
'.

t~lra del~al~d del par~me.~to e~t~-.
}

;..., : =n"
ílor tI..." ,_.,¡,.~ "

.
'
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se tendrá, en la hipótesis de que el muro 110 tiene sino un talud

~ter~:~+~nh); h.=x+nh; Ak-h [! n2h2 + (':'+nh) x]:
2. 3 2

valores, que substituidos en lasequaciones (13) y (14.), dan

Primer Gaso.El muro puede resbalar sobre SUplataforma

[~7TtZ(h-bl)-n(7llhq+r)]h

IThq -+ r

Segundo caso. El muro puede girar sobre una de sus aristas'in-

feriores

x==-nh-+-1 ,/ [~~ (h-hJ2(h+~h,)+! n2h2] (I5)'
V gITIa 2 3

18 De las fórmulas precedentes se deduce, como conseqUen-

cia, el caso de la flu-idez, haciendo h,== o; T== ang. recto (se sa-
l

be que t = tango- T).
Z

1El en1pujehorizontal = - 7fhZ,
2

L d - l

h3a suma e los mOlllentos - - '7r ,
6

x=

La distancia de la base del

}

-
1muroal puntodeaplicacion = - h.de la resultante 3

El grueso del muro en el cordon, en el caso de la equa-
cion(I4) .

x:=h[ -12::C V( ,,'ir+~n2)] (16),
. ~IT 3

valores idénticos, á los que tendrían lugar para un fluido de la
mi5111agraved~d específica que las tierras.

19 Conv iene poder comparar los resultados de la teoría pre-
cedente con los métodos de que comunmente hacen uso los cons~
tructores insÜuidos: estos consideran el prisma de tierra que rien-
ge á derribar el muro, como un cuerpo sólido y pesado, que se
trata de sostener sobre 1.10plano inclinado, por medio de una po-
tencia horizontal, haciendo abstraccion del rozamiento y de la
cohesion , y suponiendo (sin que su teoría pueda oÜecer una de,-
IUostracion suficiente), que el puntO de aplicacion de la potencia
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que empuja se halla al tercio de la altura del muro. Hemos visto,
1 .

(k-k,) (k+-h,)
2

,Yque,equacion (ro), que esta distancia es=
3"

1

por consiguiente no puede ser igual á - h sino en el caso de
3

h/:=.o. Este es el caso de las tierras no coherentes, y de los
fluidos.

En quanto al modo de estimar la accion horizontal de la pOJ
tencia que empuja se hace de dos modos, adoptados ámbos por
diferentes Ingenieros. Llamando como ántes T el ángulo formado
por la vertical y por el plano, sobre el qual tiende á resbalar el
prisma de tierra, Id primera evaluacion consiste en descomponer
el peso total del prisma que empuja al muro en tres fuerzas: la pri-

mera ==-=-7r'h2 tangoT. senoT, que obra perpendicularmenre sobre
2

el plano inclinado ó sobre la línea del talud de las tierras: la
1 .

segunda == - '7rh2 seno (2 T), que es vertIcal; y la tercera4
== -=-'iih? seno21",que es horizontal, y procura derribar el muro,2

Ó hacerle resbalar. Estas dos últimas son las componentes de una

fuerza -=-7r'h2 senoT, cuya direccion es paralela á la línea del talud,
2 1

Y que compuesta con la primera - 7rh2 tango T. seno T, da un
2

peso vertical igual al peso del prisma de tierra que empuja el
muro.

El valor -=-7r'h2 seno2r, difiere del dado, equacion (8), por
2 2 1

la supresion de h¡,y la mutacion de tango -T en sen.2r. Por
2

consiguiente debe de dar mayores dimensiones, y puede emplear-

se en la práctica sin inconveniente.
La segl1l?da evaluacion consiste 'en descomponer el peso en-

tero del prisma que empuja al muro en dos fuerzas: la- una
1

- 7r/?
2

==--, q'Je obra perpendicularmenteal plano inclinado ó á
coso 'T 1 .

la línea del talud de las tierras; y la otra'- 7r'h2, que actúa hori-
2

zontalmente, de la qual depende el grueso que debe darse al mu-
ro, y que conserva siempre el mismo valor para una altura le



constante,
tierras.
. Se ve que este empuje horizontal es el mismo que produce
un fluido de igual gravedad específica que las tierras: por consi-
guiente daria la equacion ( 16).

20 Comparemos ahora las fórmulas dadas por los diferentes.
métodos: estas son

ve 7rt' 1 n'h' ]segunmi teoríax=-nh::t: gilh(h-hJ2 (h+-;h)+g ,

segunlasteo-r V[I

(
7r

2 2 )J} ( ),
d I

x=h { -n::t: - - senoT+n 17 I

~:~ ~o~p~~-)

ve
S n

~~~s..~~~~~~~~~..lX=
h{ - n::t: + ( ~

+ n2) ] }.

La primera de estas equaciones es la equacion (15); la segun-
da es la que se obtiene descomponiendo primero el peso de las
tierras en dos fuerzas, la una perpendicular, y la otra paralela á la
línea del talud, y descomponiendo despues la fuerza paralela á
la línea del talud en otras dos, la una vertical, y la otra horizon-
tal; la tercera, que es la misma que la equacion (16), y que se
deduce de la primera ó de la equacion (15) , haciendo 11,-== o, y
T-un ang. recto, resulta de la descomposicion inmediata del
peso de las tierras en dos h1erzas solamente, la una perpendicular
á la línea del tal ud, y la otra horízont al; las com ponentes hori-
zontales se supone actÚan en ámbos casos al tercio de la altura
del muro, conforme á la explicacion que he dado antes, en la
qual he observado que la tercera equacion, que coincide con la
eq uacion (16) , es idéntica á la que se obtendría en el caso de un
fluido de la misma gravedad específica que las tierras.

Las diferencias características entre mi fórmula y las otras dos

se hallan en el factor del término ~ baxo el radical: este factor,
TI. ,

segun mI teona, es

SOBRE EL EMPUJE DE LAS TIERRAS &c. 15

qualquiera que sea la inclinacion del talud de las

1
(k-k,)' ek +-h,) t'

2

gk .

,egun las teorías adoptadas por diversos Ingenieros
I 1

-h2sen.2T, y-h2,

1
3 3

a cohesion y el rozamiento introducen en mi expresion las canti-
dades h, y t2, las quales hacen ver de este modo sus efectos.
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21 Las otras teorías no tienen la ventaja de poder estimar la
influencia de la cohesion y del rozamiento en el empuje de las
tierras: observaré relativamente á las aplicaciones que se pueden
hacer de la mia, que ciertas tierras, en un estado de grande se.
quedad, pueden dar un valor de consideracion para h¡, 10 que nq
las hace capaces sino de un corto empuje (siendo entonces muy
pequeño el factor h - h¡), y que las mismas tierras, disueltas, ha.
cen h¡ quasi nulo. Mis fórmulas darán siempre exactamente el va.
lar del empuje, en cada caso, substituyendo el número que con.
viene á h¡ para este caso; pero como es menester construir el mu-
ro en la hipótesis del mayor empuje de que sean capaces las tier-
ras, se podrá despreciar h¡ en la práctica, y mi fórmula se transfor-
mará en

X=h{-n-t-ve (~ t'+n')] } (18):

baxo esta forma, solo difiere de la equacion (17), por la muta-
l

cion de sen.:lT en t\ Ó tang.Z-T.
2

22 He supuesto, en quanto precede, que el paramento de:
muro, del lado de las tierras, era vertical; pero es muy fácil in-
troducir en las fórmulas la consideracion de un talud doble: para
esto, siendo n, Como anteriormente, la relacion de la base á h
altura del talud exterior, y n la relacion correspondiente para e]
talud interior (el del paramento COntra el qua1 se apoyan las tier-
ras), se tiene por el momento AOk de la estabilidad del muro la
expresion

l { (
2nZ l

AOk.-=.-h x2+(2n+12¡)hx+ -+nn¡+-n/)h'}O... (19),
2 3 3

la qual igualada al momento':'" '7((h - h¡ Y (h+.:... h ) t2 del em.
6 2

¡

puje de las tierras, da

x= - (n+~nJh::i::V {;~: (h _hJ2 (h+ : h, )...........

+ (:z - :/:) h2} ; (20):

las equaciones correspondientes á la (17) Y siguiente serán

x=h{-(n+":'n/ )+ V[..:.. ":"sen.'2'T+ ":"n2 --=-
, n/J }'...(2I),

2 3 fI 3 -12 -

x=h{ -cn+":'n/):t: VL ..:..
n
?r

+":'1Z~ - -=- n,'1. ] } (22).. 2 3 3 12
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¡:23 Si se hace abstraccion de la cohesion, y que se supongan

J~s tal~des iguales de una y otra parte del muro, estas tres equa-

dones se re~ucidn á
.

x::::: k { -1.. n::!::V(.:..::..- t" + ':'n~) } (23),-1. 3 II - 4-

x=h { _L n ::f::V(-=-.::... sen.z'T+..:. n2) } (24).
2 3 11 4-

x= k { _L n::f::V(.: :.. +.:.. n'l) } (25)'
1. 5 II 4-

24 La equacion (23) da, poco mas ó menos, por relacion
entre el grueso medio y la altura del muro, la de 32: 100; la
equacion (25), que es la equacion (23), aplicada al caso de la
fluidez, da una rdacion un poco menor que la de 5: la, y cor-
responde al mayor grueso, como debe ser, puesto que se refiere
al caso de la fluidez; y si se considera que l)uando las tierras es-
tan expuestas á embeberse de agua, pueden hallarse disueltas en
términos que su accíon sea quasi comparable á la de los fluidos de
iguales gravedades específicas que las de estas tierras, se verá que
conviene emplear en muchos casos prácticos la equacion (23)
tomada en su límite, esto es, puesta baxo la forma (25). Añadi-
ré, que segun las reJaciones comunmente adoptadas para los talu~
des de los muros, los terminas, baxo el radical que contienen
los quadrados de estas relaciones, influyen tan poco en el valor
de x, que pueden despreciarse (*); y en conseqüencia de estas

(*) Para calcular de! modo mas general el error que resulta de los términos
despreciados baxo el radical, que contienen n y nI' supongo en la equacion (20)

'7Tt' 1
-(h-h¡Y (h-+--h¡)=a,

:3nh' 2
n' n/ ( 2 n-+- ni) ( 2 1l- n ¡ )

---= -b,
3 12 Il

Y la equacion Se reduce á
I 1

x={ (a-+b)2 -(n+-n,) }h;
2

[
lb b' b3 1x= h -= (a-+-- - - -+----;- - &c.)- (n+ - n,) 1:

Va
2 8a 16.a 2

en los casos ordinarios de apUcacion. el valor del término bh: 2V;-~ed bastante

3
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diferentes consideraciones, creo se puede emplear con ventaja la

fórmula

x== {( 3~ Y-n - : nI} h , (26),

1aqual en el caso de los dos taludes iguales se reduce á

x =={( 37rn )!-
~

n} h (27),

y en el caso de un solo talud exterior

x== {( 37rn
)"l¡ - n} h (28).

Se ha' hecho uso hasta el dia de la equivalente á la fórmu-
la (26); pero, como haré ver dentro de poco, se habia llegado
á este resultado por medio de consideraciones indirectas, que no
solo presentan una apariencia de arbitrariedad, sino tambien una
peticion de principio; y no se habia hecho ver de qué modo se
halla ligada con aquellas en las quales entran las cantidades rdad..
vas á la cohesion y al rozamiento, Ó como estas Últimas tienen
por límite la equacion (26). Creo que este resultado y la venta-
ja de tener una teoría que encierra las principales circunstancias
físicas de uno de los problemas mas importantes de la ciencia de
un Ingeniero, parecerán digl11sde atencion á los que se interesan
en los progresos de esta ciencia.

.

pequeño para poderlo despreciar; y con mas Tazon los siguientes: luego se puede
reducir esta equacion á esta forma muy sencilla

'.

I 1
:r=h (a2"-n--n¡);

1

Y no obstante se podrán calcular siempre las cantidades que se han despreciado en
el valor de.'/.' por medio de la equacion que contiendas términos de la serie (véase
la instruccion que se halla á continuacion). La regla de calculo, dada arto 16 de

hh
esta imtruccion, es la evaIuacion del término -

2V;;
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.J)4Ic~oen qu,e la sliperficie superior del suelo está.cargada de di.
ferentes cuerpos~ esparcidos sobre esta superficie s~gun la longitud
del muro que sostiene el empuje de dichas tierras. Formulas para este
caso ~ tiniendo en considn'acion el rQzamimto J lacohesion. Reduc-

. . ,iomi que deben hacer!e en los grues()S de los mur()s
quando timen parapetos.

25 En.quanto precede se ha supuesto, que el empuje del mu-
ro resultaba únicamente del peso relativo de la porcion de tierra
que tiende á separarse; pero puede suceder que la superficie supe.
rior del suelo esté cargada de diferentes cuerpos esparcidos sobre
esta superficie segun la longitud del muro que sostiene el empuje:
estos cuerpos son por lo comun losas, empedrados &c" agua
contenida en un estanque Óreceptáculo &c. Es menester tener en
consideración esta circunstancia, ó al menos hallarse en estado de
determinar su influencia sobre las dimensiones de los muros, y ha-
cer mas generales las expresiones precedentes del empuje, de la su-
t}'Zade los momentos, del grueso del muro &c,; pero se verá que ge-
neralizándolas de este modo ,no las hago ni mas complicadas ni
mas dificiles de calcular, y que aun obtengo la ventaja esencial
de conservarles precisamente la misma forma, baxo la qual han
sido dadas en las equaciones (8), (9), (10), (20) &c.

Considerando la presion que estos cuerpos producen, corno
distribuida uniformemente sobre la superficie superior de las tier-
ras que tienden á derribar el muro: sea G el peso que sostiene
una unidad de esta superficie, siendo BCE el ángulo '5; el esfuer.
zo vertical sobre BE (que debe agregarse al pe'so del perfil inde-
terminado BECB , que padece la presion superior G), será Gh.
tangos : introducida esta fuerza en la equacion (1 ), y la de Q ó

1

-;- '7Z"h2tangos, vuelve á dar la equacion (4), sin mutacion algu-
na; pero introduce un término de mas en la equacion (5), y con-
siguientemente en la equacion (8), que se transforma en

p= {-;.. '7r (h - h; ) + G } ht 2 ;

si.se introduce la equacion hipotética
2G

hlJ =h, - - .., (29),
7r

se tendrá para el valor de P
1

P :=-'7rht7. (h-hJ ,.. (3°}'7.
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eql1acion de la misma forma que la equacion (8), y cuyo cálculo

no es sensiblemente mas largo, pues hl, no difiere de h, sino por
. 2G

la relaClOn-.
7T

Esta equacion (3°), como la (8), contiene el caso de la flui-

dez; pues hackndo h¡=o y t==.1, se reduce á

P==h (~?th+G),

valor de la presion que producida sobre BC un fluido cuya pe-
santez específica fÜese 7r, Y cuya superficie superior sufriese una
presion G referida á la unidad de superficie.

26 Fig. I. Por m:::dio de la forma dada á la eql1acion (3°)
se obtienen con mucha facilidad los valores de la suma de los mo-
mentos, de la distancia al pie del muro, del punto de aplicacion
de lJ. resultante de las presiones elementales, del grueso del muro
en el c01,don&c., en el caso en que la superficie del suelo sufre una
presion qualquiera: para tener estos valores basta mudar h¡ en h¡¡
en todas las equaciones dadas anteriormente que les corresponden.

Por consiguiente, mudando h¡ en hfl en las equaciones (9) y
(1O), se tendrá

. '7ff 1 ,
momento del empuJe total==.-(h-hlf)Z(h+-h¡¡) (31).

6 2

Distancia del pie den (k-k) (k+~h )
1 d 1

,
l' "11muro a puntO e ap 1ea- ¡ = :.. (

don ~e_la resultan:e de losJ - gk
32).

empuJe~ elementaLs ;

. 27 Sobre estos valores se puede hacer una observacion im-
portante. .

La eql1acion (3 T) proviene de la integral de la equacioll
1

dM=='-?tt' (h-z) (2z-hlf)dz, (33)
2

'tomada entre los límites convenientes, y en la qual M representa
la suma de los mómentos sobre la altura z, Esta equacion contie-
ne como caso particular el de la fluidez perfecta; de modo que
haciendo en ella t==.1 y h¡ -o (como conviene al caso dé los'
fluidos), lo que L:ueduce á dM==(h-z)'(?tz+G)dz; y tOman-
do la integral dc5de z:=o'á z_h, se tiene la suma de los mo-

mentos ~ h \ .:.. ?t h + G), que se al'lica rigurosamente á los
2

3"
fluidos. '
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Pero si se quiere tener el va}or correspondiente para las tier.

ras, es menester observar que la integral es C..................................

+-;. '7ít2f[(h-z.) (2Z - h" )dz], y que e se determina por

la condicion que el empuje es nulo al mismo tiempo que la ex-

presion ~ '7(t2z (z - h'), que la equacion (3°) es la presion so-
2

bre la altura z, y se reduce á cero quando se hace z == h,,; Y esta
1

condicion da e == - '7(t2.h"
3. Pero para que la segunda integral

1 2

coincidiese con la primera quando se intróducen en el1alas con-

diciones de la perfecta fluidez, seria menester que e fuese una

fundon de h" que se desvaneciese quando h, ==o; 10 que no se
2G

verifica, puesto que esta suposicion da h,,== - -. Por consi-
?r

guiente, aunque la equacion (3 I) ha sido deducida de las equa.

ciones (33) y (30), las quales satisfacen ámbas al caso de la per-

fecta fluidez, ofrece,no obstante un término que no pertenece á
2 GJ

este caso, y es el término -
"3' -;r'

: pues hac.iendo en la equa.

cion (3I), t==. I y h,==o, se tiene por momento.......................
1

(
1 o GJ 1

(
1

-h2 -7i'h+G)-':"'--;:-,en lugarde-hl -'71'h+G),que
23 3?T 23

se debe tener en el caso de la perfecta fluidez: este valor...............
1

2 (
1

-:- h :.'7{'h+ G) es, como ya lo he hecho ver antes, el que da
2 3

la equacion (33) quando se hace en ella h,== o, y que se supone

en uno de los límites de la integral z == °
y M == °

, esto es, quan-

do se introducen en ella las condiciones de la fluidez.

La anomalía que acabo de notar (y que solo tiene lugar en la
equacion (3 r), puesto que todas las dellHs satisfacen rigurosa-
mente al caso de la fluida), proviene únicamente de que con el
fin de obtener resultados aplicablés á las construcciones, y obte-
ner formuLts anaJíticas, cuyo cálculo fuese practicable y cómodo,
me he visto obligado á simplificar el c';tado de ]a qi.1estion por
medio de hipótesis, que difieren un pow de los fenómenos rea-
l,es; por exem plo la de considerar d priori la línea del talud co-
mo una línea recta. Estas simplificaciones no impiden el que las
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dimensiones deducidas de las fórmulas anteriores puedan aplicar-
se con mucha ventaja á las construcciones: estas fórmulas son en
un todo preferibles en la práctica á las que da la soludon riguro-
sa ( daré en otra parte esta saludan), las quales, ademas del in-
conveniente de ser sumamente complicadas, estan fundadas so-
bre métodos analíticos, que no son familiares á todos los Inge-
meros.

28 Por estas razones daré los valores que siguen, que son los
que deberán emplearse quando se haga abstracdon de h" como
conviene hacerlo en la práctica, y que solo se haga atencion al
ángulo del talud de las tierras.

Momento del empuje total = ..:. t? h? (.:. '7i h + G) (34).
.2 3 ,

Distancia del pie dd mu.) h(":'71"11 + G)
fa al pumo de aplicacion de

j
o - 3 (35)'la resultante de los empujes - wh+ zG

elementales. ... .....

Estas fórmulas, muy favorables á la solidez, se aplican á to.

dos los ángulos de talud, y dan exactamente los valores que con-

vienen al caso de la fluidez.

29 Pasando ahora á la determinacion del grueso del muro en

el cardan, se tiene, substituyendo en las equaciones (13) y (J 4)
1

por A su valor h [x+-h(n+n,)J, por b su valor x+(n+n,) h,
2 .

por AITk su valor, equadon (19); y mudando despues h, en hll'
los valores generales aplicables á los muros construidos con un

talud exterior y otro interior.

Primer caso. El muro puede res-} .

b 1 bre su Pla' ta Co ma x """'."""""""""""'1a ar so lC r .....................

[ 1 t (
1

h -;wt (h-hll)-(n+n,) -;-ilqh+r)]
'.

== -- "'."""""""""""""""'." (36)
nqh+T

Segundo caso. El muro puede girar } -
sobre una de sus aristas inferiores '

x - ,

1 V{ tt7r. 1

(1 1- (n+-n,)hz n I, (h-hll)~(h+~hll)+h2 -n~-
.

-n/) } "(37):1. :1 "
:l.. 3 . 11. .
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3°. La equacion (37) sesimplifica quando se supone h, =0,
parafavorecer la solidez; y que se introduce el'valor delmomen-
to dado pOI la equacion (34), pues se transforma en

V[
t2(?r+

gG)

J ¡" 1 1
.'x=h {-(n+-n,)::t: - n +-nz--11/J}... (38):2 g 3 . 12

baxo esta forma debe emplearse en la práctica: tambien se puede
suprimir n y ni baxo el radical, como lo he hecho ver antes,
y en este caso se tendrá

- h{ (
1

) -+-tV(
(?r+~ )}

(39):te- - n+- n, - n .
2 3

Y quando las tierras se hallen de tal modo disueltas que se puedan
mirar como fluidas, se hará t==.1; lo que dará

(

gG

)
('ir+- '..

'" = h {- ( n + .;.n, ) -+V SIl
.

} ""'''''''' ''''''
(40).

,

31 Por medio de estas fórmulas se puede tener en considera-
don la carga superior del terreno que tiende á derribar el muro,
sin que resulte un cálculo sensiblemente mas complicado. Con-
viene completar esta parre de mis investigaciones, determinando
las dimensiones del muro, en la hipótesis de la construcciol1 de
un para peto.

Si l1amam.os a la altura del parapeto, y b su espesor, su pe-
SQ será representado por TIab, y su momento será igual á........

nab (-;-b + nh ); por consiguiente es menester añadir la canti-

dad Dqab al primer miembro de la equacion (13), Y el valor del
momento al primer miembro de la equacion (J4), para tener los
g;uesos que convienen á los casos á que se refieren estas equa-
ClOnes.

.Pero serámas fácily mascómodo caJcularprimero el grueso
en el cordon, como si no hubiese parapeto, y evaluar despues
separadamente la dismir:ucion del grueso correspondiente al peso
de este parapeto: de este modo se consigue la ventaja de conocer
la influencia de este peso sobre las dimensiones del muro, y de
no tenerla en cuenta sino en quamo se juzgue conveniente. Sea
'1'==nh, T,== n,h (estos son los valores absolUtos y totales de
los taludes en toda la altUra del muro), y B= al grueso de la



24 INVESTIGACIONES

base del muro, calculado en la hipótesis de poder girar sobre una
de sus aristas, y sih tener en consideracion el parapeto, se podrá
calcular la disminucion que debe de darse al grueso, así en el cor~
don como en la base, por causa del parapeto, por medio de la
fórmula siguiente:

(
1

)ab -b +'T
Disminucion del gruesodel}- 2-

muro por causadel parapeto... -
h(B-':"'TI)

.

2

La regla del cálculo dada arto 25 de la instruccion práctica
es la traduccion de esta fórmula.

I¡ustra~io11CS sobre la teoría precedente, consideradabaxo elpunta
de 'Vista el mas geneulI.

32 Concluiré la parte analítica de esta memoria por algunas
iluStraciones propias para facilitar á los discípulos la investiga-
cion de la verdadera significacion de las fórmulas quando se les
da el sentido mas extenso de que son capaces. Los que solo tie-
nen por objeto la construccion, podrán dispensar se de leer 10
que sigue, y pasar inmediatamente al arto 33, donde se hallan la
exposicion y el uso de un mfrodo gráfico para resolver, sin cálcu-
lo, los principales problemas relativos á la forma y á las dimen-
sior~esde los muros destinados á sostener el empuje de las tierras.

De la generalidad de la lengua aJgebráica resulta, que la análi-
sis de un problema da no solamente los resultados. que se necesi.
tan para la qüestion particular de que se trata, sino los que pue-
den aplicarse á otras qüestiones unidas con esta, y cuya depen-
dencia.se ve claramente quando se hace absrracciol1 de ciertas cir-
cunstancias físicas. Así, en el caso ,presente se quiere encontrar una
cantidad x .que depende de otras cantidades h, h" n, n" t, Y se-
gun el objero particular de aplicacian de que se trata, las equacio-
nes que establecen las relaciones entre estas cantidades no deben
servir sino para los valores de h que son mayores que h,; En efec-
to, hemos visto que las fórmulas dan los valores que convienen
ála práctica de .Ias construcciones, desde h == hl , hasta h:=. h
+ D. (siendo .Q una cantidad positiva ql1alquiera). Pero estas
equaciones entre x, h, h' &c. pued~n ser consideradas en toda la
exteosion de su acepcion, y sin hacer atencion á las circunstan. -
das físicas que limitan su aplicacioo; lo que eqqivale á decir
""p b<; r.::Intidades X. b &c. pueden variar ea estas equaciones,
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siguiendo la ley de continuidad, y recibir todos los valores imá-
ginables: habrá una infinidad de estOs valores simultáneos, que
no pertenecerán al caso de que se trata, Ó que solo tienen con él
relaciones cuyO exámen puede ser útil como exercicio del enten-
dimiento, aunque no interesen á la práctica.

Para aplicar estas reflexIones generales á nuestro problema del
empuje de las tierras observo que pudiéndose excavar las tierras
coherentes hasta una cierta altura h',sin que se desmoronen; y ha-
biendo introducido esta condicion en la análisis, si en la expre~
sion analítica del empuje horizontal se hace la altura del muro

h=h" se debe hallar un empuje nulo; y en efecto, estO es lo que
sucede quando se etectua esta substimcion en la equacion (8). Es-
te caso no presenta la menor dificultad; pero algunos se hallarian
embarazados para saber lo que significa el valor negativo del em-
puje que resulta quando se supone h < h, en la equacion (8): he
aquí lo que representa este valor.

Las tierras excavadáS en toda la altura h, se hallan en equili-
brio, esto es, que su peso se halla contrarestado por la cohesion
y el rozamiento; y si pudiesen mantenerse en este estado, no ne-
cesitarían de muro que las sosruviese; pero Ul1d fuerza qualquie-
ra, tan pequeóa como se quiera, puede romper el equilibrio, y
determinar una línea ó una superficie de rotura; de modo que en
este estado de pa~ar dd reposo almovimienlO, el menor peso de
que se cargase la superficie de las tierras produciria un empuje.

Si estas mismas tierras se hallan excavadas hasta una altura me.
nor que /1,',con mas razon impedirán la cobesion y el rozamiento
que se desprendiesen; pero este caso difiere dd anterior en que la
línea ó superficie de rotura no pu:;:de ser producida por una tÜer-
za qualquiera muy pequeña, sino que aun para tener un princi-
pio de empuje seria menester que ai peso dd prisma de tierra con.
tiguo al muro se agregase unl fuerza de valor finiro y determina~

do. La canridad~'7ih(h-h,)tZ, quando es negativa, tiene un
2

valor que depende del de esta fuerza; y sin recurrir á la hipótesis
de una especie de atraccion entre I1s tierras yel muro, se podría
mirar un empuje negativo como indicando una fuerza que falta
al sistem.1, y que seria menester agregada á las que ya actúan so-
bre el sistema, para que el muro empezase á ser emrujado, deter-
minándose esta fuerza en tOdos casos por medio del valor negati-
vo dd empuje.

Pero la análisis del problema ofi"ece aun otras particularida-
des que explicar: así, por exemplo, el momento del empuje 110-

4
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rizomal es siempre positivo, qualquiera que sea el Sig~10de ,este
em puje, el grueso x en el cardan tiene valo:es nulos o ~~gatl vos
en ciertos límites, fuera de los qu_ales es siempre POSltlVO aU,n
quando el empuje no lo es &c. Para referir con claridad estos dI-
ferentes resultados de la análisis á los casos de equilibrio que .les
conviene, es neceserio mirar las cosas baxo un puntO de vIsta
mas general: para esto se considerará el muro como una masa
que riende á girar, en virtud de su pesantez, al rededor de un exe
horizontal, y que se trata de impedir la rotacion por medio de
hlerzas horizontales elementales aplicadas á cada uno de los pun-
tos de una línea ó superficie vertical tomada sobre este cuerpo;
siendo el valor de una qualquiera de estas fuerzas de la forma
A { ::t: zh::¡::h,} dh; se mirarán ademas el rozamiento y la cohe-
sion como fuerzas activas capaces de comunicar movimiento á
llna masa, y no como resistencias inertes; y entonces los resulta-
dos de la análisis no presentarán ninguna dificultad, y se hallarán
perfectamente ligados entre sí. Se hallará, segun la forma del sis-
tema y los valores respectivos de las fuerzas que actUan sobre el
cuerpo grave sujeto á girar al rededor de un exe horizontal, que
en ciertos casos (aquel en que h> h" al qual se refieren todos
aquellos de que se ocupan los prácticos) el punto de aplicacion
de la resultante horizontal de rodas estas fuerzas se halla encima
del exe horizontal de rotacion: en los casos contrarios esta resul-
tante horizontal muda de signo; pero su punto de aplicacion es-
tá baxo el exe de rotacion; por consiguiente el signo del momen-
to es siempre e1 mismo, y en ámbos casos la pesantez tiende á ha-
cer girar el cuerpo al rededor del exe horizontal en la misma di-
reedon. Segun esto, teniendo h un valor finito y constante, el
momento de la resultante de las fuerzas horizontales puede variar
desde cero hasta el infinito, siendo los valores correspondientes
y extremos de h; h==.h¡ y h==.infinito positivo; y la misma va-
riacion se verifica en la misma direccion desde h,==h, hasta h¡==
infinito positivo; teniendo h un varor finito y constante (se pue-
de observar que h¡== infinito corresponde al caso en que las tier-
ras son tan consistentes, que se las puede cortar á una altura qual-
quiera sin que se desmoronen). Por consiguiente se pueden ha-
llar para x dos series de valores positivos que crecen al infinito;
la una que corresponde á h> h¡, Yla otra á h, > h; pero los ob-
jetos de aplicacion que nos hemos propuesto en esta memoria
abrazan únicamente la primera serie de estos valores; y la otra
depende de consideraciones abstractas de equilibrio á que se ha-
llan ligadas estasaplicaciones.
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Tambien pueden ser los valores de x ó negativos (supongo
que se toma siempre el radical que hace parte de estos valores
con el signo positivo), ó imaginarios quando 11y n, tienen cier-
tos valores deterrninadós ti priort.; y se halla aun la razon en las
consideraciones abstractas dd equilibrio. En efecto, debiendo
ser nulo el momento de estabilidad quando h =. h" Y siendo el
valor riguroso de este momento

..:.nh [x2 -+-( zn+nJhx+ (~+nn, +..:. n/l) h2J,
Z 3 3

es evidente que ningun valor positivo de x puede reducir esta

expresion á cero; y como x2+(zn+n,)hx deberá ser un nú-

mero negativo, siempre que el valor del momento del empuje

horizontal de las tierras, dividido por":'" nh, sea menor que......
. Z

(~ + nn+":"'n,'J) hZ, se tendrán hasta un cierto límite valores
3 3

de h mas grandes que h" que harán x negativo.

El caso de x=o se refiere á aquel en que el equilibrio exigi-

ria que el perfil del muro fuese un triángulo; y como llaman.

do x' el grueso de la base del muro se tiene en general x'-=x

+h(n+I1,), la base del triángulo seria h (n+n,).

En el caso de x -= o, el momento de este perfil triangular es
1

(
2 n' 1

-nh3 -+nn +-n2 ) .
'1. 3 '3'

Pero quando el momento del empuje horizontal de las tierras
es menor que este último valor (se habla siempre en ]a Sllposi-
cion que h, n y n, tienen valores determinados), entonces el per-
fil teorico, correspondiente al valor negativo de x, se compone
de dos triángulos opuestos al vértice; y si se quiere mudar la tal'-
made este perfil (permaneciendo el empuje horizontal el mismo),
sin cesar de satisfacer á las equdciones dd equilibrio, es me:nestel
dar otros valores á n y ni, que se pueden hallar tomando esta~
cantidades por incógnitas, y de.terminándolos de modo que sear
comparables con el valor positivo de x.

El caso general de los dos triángulos opuestos por sus vérti.
ces tiene, como acabamos de ver, por uno de sus límites el case
particular en que el momento del empuje de las tierras.................

1

(
21): 1=- n/¡3 - +nl1, + - n,z), que, haciendo x-=o, hace des:1. 3 3
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aparecer el triángulo superior. Si el valor del momento total del

empuje de las tierras fuese
~

U/¡3 (n12 - n2), 10 que daria x::::::

- h (n - nI), se tendria otro límite, aquel en que desaparece el
triángulo interior, y en el que el perfil teórico del muro es un solo
triángulo apoyado sobre su vértice.

Los valores imaginarios de x dependen de los de nI; Y se ve
fácilmente que podria darse un talud del lado de las tierras, tal
que sobre una altura determinada h ninguna forma de perfil del
muro estableciese, conservando este talud, la igualdad numérica
entre el momento de estabilidad de este muro y el del empuje ho-
rizontal de las tierras. N o entraré en mas detalles sobre estas con-
sideraciones abstractas, que, como previne, son simplemente
exercicios del entendimiento. Ademas, las especies de excepcio-
nes á que dan luga:" de~1pareceI1 todas en el momento que se ha-
ce abstraccion de la cohesion, como conviene en la práctica; y
que los quadrados n2 y n/ tienen valores tales, que se pueden
despreci.lr baxo el radical.

Faso á la descriFcion de un método gráfico, por medio del
qual10s obreros podrán poner en pdctica toda la teoría analíti-
ca que hemos expuesto, sin ningun cálculo y con la mayor fdci-
lidad.

Mftodo gr.flico para resol'Ver, sin cálculo, los principales problemas
,'elativos á ¡tlforma )' á las dimc11Siones de los murus que sostitni'1Z

el empuje de las tierras. Uso de este rnétodo.,

33 Constrúyase un paralelópamo rectángulo ABCD
> tal que

divididaAD en 100 partes, AB contenga 55 de ellas; rómese AE
igual á 3°, Y AF igual á 45 de estas mismas panes. .

Divídase AE, que yo Hamo lima del talud de los murlPS, en
60 partes; FB, que yo Hamo J{nea de. 1..1spesanteces espec{ficas, en

3° partes; y desde cada uno de los pumos de division tÍrense lí-
neas rectas al punto D.

N umén;nse: 1? las divisiones de AE desde 1 hasta 3°, to-
mando dos divisiolks para cada número: 2? las divisiones de FB,
poniendo el número 60 en el punto F, y ios números 61, 62 &c.
;n los puntos que siguen, hasta B que señalará el núm. 90.

La figura en este estado puede servir para trazar los perfiles
le los muros, quando las tierras que sostienen se hallan en el ca-
iO de poder aumentar de volúmen, ó de ser extremamente di-
neitas por el agua; y ya he dicho que en rouchos casos de prác-
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tica convenia adoptar esta hipótesis, sacrificándolo todo en fa.
vor de la mayor solidez. Pero si se está asegurado de que ningu-
na de las mutaciones que pueden sufrir las tierras mudará su talud
patural sino hasta cierto ~érmino determinado, en este caso se po-
drán disminuir los gruesos por UlB regla, cuya execucion gráfica
está fundada sobre lo que vamos á trazar.

HágJse TC==FB, y divídase del mismo modo; descdbanse
arcos concéntricos, terminados en las líneas DC y DA, cuyo
centro comun sea D, y cuyos radios se terminen en las divisiones,
de TC. Divídase el arco CH en 9° partes iguales; tírense en el án-
gulo BDC, por los puntos de division del quarro de círculo CH
y por el centro D, rectds prolongadas hasta la línea CB. Es me~
n~ster observar que todds las prolongaciones comprehendidas en
el quad iLítero BH'hNB son únicamente líneas de construccion,
qUé podrán trazarse solamente de láp:z.

Se pon:lrán nÚ'neros en las divisiones del quarto de círculo
sobre el arco interior KT, empezando por T, y al lado de cada
di vision s~ escribirá el número de centésimas ó de milésimas par-
tes de DC, que contiene la parte de la línea CB comprehendida
entre el pUnto C y la prolongacion del radio que pasa por el pun~
to de di vision correspondiente del quartO de círculo.

Si se da á AD cosa de media vara de largo, que es muy bue-
na pro porcion para la exáctlmd, cada centésima parte de De: se-

rá ~ de vara; y con una escaladividida por trallsverslllesse
4000

tendrán con facilidad las milésimas partes de DC. Por consiguien-
te se estimarán con tacilidad con el com pas los números que de""
ben escribirse sobre TK (*).

(1') No obstante. esta estimacion no es sino para Jos obreros. que no tienen nin-
gun conocimiento teÓrico de geometría ni de cálculo: Jos Ingenieros echarán de ver
al imtante qne estos nÚmeros son las tangentes tabulares de los 6ngulos señaJados so-
bre TK. Los Jogaritmos de estas tan;entes, referidas á la nueva dívision decimal del
quarto de círcul~, se hallan en las LlbIas de C'llIet y en las de Borda; se hallan in-
mediatamente en nÚmeros naturales en las excelentes tabJas pubIi~adas en Eerlín por
I-Iobfl.t e ¡dela.
. En lU2:1Tde dividir TK en arcos iguales, se puede dividir CE en partes iguaJes,

lo que equinJe á hacer crecer las tdn~ei1tes en progresion 2fÍtmetÍca; en este caso,
despues de haher tirado desde Jos pun:os de di,'i.,jr n líneas rectas al centro D, se se-
ñalar,ín las ¿i,isiones eJe TK. sea por mediu de un trrtnJportador, sea por medÍo de
las tablas (Jue hemos citado. DJre tablas partÍcu)ares de los nÚmeros que deben in-
dicarse sobre I3s di\'i,innes de CH en uno Y en el otro caso.

'

Para concluir con guanta pertenece á l;s divi>iones, observare que las divisiones
jg~¡ale,s.de FE no deben corresponder rigurosamente á los nÚmeros en progresion
antmetlca 60, 61, 62 &c.; pero el error que resulta es tan pequeño, qUé no sQla-
mente no es arreciable gr.íficamente, sino que aun es absolutamente despreciable,
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Finalmente, desde N, extremo de la línea DN, que hace con
DC un semiángulo recto, se escribirán números sobr~ las divisio-
nes de NC , correspondientes á los puntos de concurso de esta lí-
nea y de las prolongaciones de los radios del arco Ch. Estos nú-
meros serán los que estan escritos sobre las divisiones del arco Ch,
tomados de dos en dos, esto es, que siendo estos últimos núme-
ros o, 17, 35, 52, 7°, 87 &c. (en la hipótesis de que KT esté
di vidido en partes iguales) los números escritos sobre las divisio-
nes de NC, empezando por N, serán 0,35,7° &c.

Todo quanto llevamos trazado no da aun sino relaciones,
para obtener longitudes absolutas, se trazarán á cada lado de la
figura cinco líneas paralelas é iguales á AD; llna de estas líneas se-
rá una escala de 36 varas; Y las otras quatro escalas de 24,9, 6

Y 3 varas. En cada operacion se podrá elegir entre las escalas una
que contenga un número suficiente de varas para que la altura
del muro pueda ser contenida en ellas, y dicha escala podrá ser
la que se quiera; pero una vez adoptada, será la única de que se
haga uso durante toda la operacion.

Nótese que las divisiones de las líneas FE y TC comprehen-
den las relaciones entre las gravedades específicas de las tierras y

I d
60 ,3

h 9°, 9 I

la mampostena des e - O ~ asta - 0-: seranmuyra-
100:; 100 10

ros los caso.s en que sea necesario salir de estos límites. N o obs-

3°

empleando el cá1culo. Para hacerla ver, obser<raréque 3oo.:r:, representando uno
de los números 60 , 61 , 62 &c., y y la distancia de uno de los puntos de division

de FE al punto A, se tiene y= V;-para la reJacion entre y y :r:: la figura da en
lugar de esta relacion esta otra J' = <t-+ {3.1;, en la qual <t

= 0,24619, Y{3= 1,00 5 I.
L1S dos equaciones concuerdan en los dlJS límites de las relaciones de las gravedades
específicas, límites en que se tiene x = °, 2, Y.~.= 0,3, Y difierenen los va]ores
intermediosde .~'.Se detwninará el maximum de la diferenciahaciendody = (3d.1:

\1'
- 1 1

en la equaciony = ..r:, de donde se sacay = - , x = -; y estosvalores
. 2/3 4(3:.

dan, sea entre las dos y para una misma x, sea entre las dos x para una misma y,
1

el ma:¡;imUln comun de diferencia 0,0015 ó -. Es evidente que en la prácti.
1 400.

ea - de mas ó de menos en la relacion de las gravedades específicas de las tierras
4°°y mampostería, seria una consideracion absolutamente superflua.
La construccion gráfica rigurosa de las dil'isiones de FB se determina por medio

de una parábola, que tiene AD por exe, el qual se halla en la prolongacion supe-
1

rior de DA, á unadistanciade A_-AD, r cuyo paramento=AD. Pero la par-
5

te de esta curva comprehendida~n el á:JguloAEC es sensiblementeuna recta. que
~.<O nnr F v forma con AB un ángulo Igual á la mitad del recto. .
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tan te , si ocurriesenestos casos, ó si sequisieseaplicar la fórmula
á algunos casos hipotéticos, bastaria prolongar las divisiones de
FB, sea en la direccion de FA, sea mas allá de B respecto á F, Y
poner á las nuevas divisiones los números que les correspondiese
relativamente á las que se hallan entre F y B. Se haría respecto á
los números menores que 6o, Y mayores que 9°, absolUtamente
lo mismo que lo que se ha hecho con los que se hallan entre 60
y 9°; Ylos resultadosaplicables, desde 4° Ó 5° hasta 12° Ó 13°,
tendrian toda la exáctitud necesaria para la práctica.

Conviene construir la figura ó formula gráfica, que acabo de
describir, sobre un carton fiJerte y terso para que sea mas dura-
ble: he aquí cómo debe hacerse uso de el1a para snplir á las fór-
mulas analíticas en la determinacioll de las dimensiones de los mu-
ros que -sostienen empujes.

34 Supongamos que se quie~a construir un muro de 20 varas

de altura, con un talud de 8 centésimos de vara por cada vara de

altura, de un solo lado, para sostener tierras de las qua]es una va-

' b '
77

d ' b ' d
Ira cu lca pesa- e una vara cu lca e mampostena, y que mo.

IOO

vidas recientemente, toman un talud cuya altura sea los 2 de
100

la base.
Tomo sobre la escala de 24 varas UnJ longitud Dh, que re-

presenta 20 varas, y trazo ligeramente con el lápiz llna línea hk
paralela á DC C*), la parte elJ', comprehendida entre De que cor-
responde al talud 8, sobre la division de AE y DF que corres-
ponde al número 77 sobre FB, será el grueso del muro en el car-
dan ¡ tirando despues f'G perpendicular sobre DC, el trapecio
DelJ'G será el perfil transversal del muro que se quiere cons-
truir.

Si el muro debiese tener de cada lado un talud de 8 centési-
mas, despues de haber tirado la línea hl<.,se tendria para el grueso
del muro en el cardan la línea /" f', cuyo punto elll se halla so-
bre la línea Del que corresponde al nÚmero 8, mas la mitad de 8,
esto es, al nÚmero 12 de la division de la línea AE. Por este pun-
to el" se tiraria e111d paralela á la línea e"D, que se termina en el
número 8 de la division de AE¡ llevando entonces he" de G á d,
el trapecio de"J'dl será el perfil transversal del muro que debe
construirse.

(.f) Para no maltratar la figura será mejor hacer todas estas operaciones sobre un
papel transparente

I que se aplicará sobre la figura.
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En general, el extremo posterior l' de la línea superior del
perfil se toma sobre la línea DJ que corresponde á la relacion de
las pesanteces específicas; en quanto al extremo anterior, si no
hay mas que un talud, se toma sobre la línea De que correspon-
de al nÚmero que señala este talud sobre la division de AE; y si
hay dos taludes iguales, se toma sobre una línea D/, que corres-
ponde á vez y media el nÚmero que señala el talud sobre la mis-
ma division de AE en las intersecciones de estas líneas y de hk.

Supongamos ahora que se quieran dar al muro dos taludes
diferentes, el uno exterior de 12 centésimos, y el otro interior
de 6 centésimos. Se tendrá siempre el extremo posterior de la lí-
nea superior del perfil en l' sobre la línea DJ correspondiente á

la relacion 2 de las gravedades específicas: para hallar des pues
100

....

el extremo anterior de esta línea, se tomará sobre hk el pun~o ell"
correspondiente al nÚmero que señala 12 mas la mitad de 6, es-
to es, 15 de la di v ision de AE. De este modo se tendrá el grue-
so elll111del cardan; y por medio de los taludes dados, que se
tomarán con el com pas desde h hasta las líneas correspondientes
á estos taludes entre h y el/ll, se construirá el perfil del muro. Lo
único que debe tenerse presente es que el. extremo anterior /111

se halla en la interseccion de hk y de la línea de talud, cuyo nú-
mero es igual al nÚmero de centésimas partes que indica el talud
exterior, mas la mitad del que indica el talud interior: el punto l'
se determina como en el caso anterior.

Se pueden aplicar estas construcciones, como he dicho, á mu-
chos casos prácticos, puesto que suponiendo el muro fundado y
construido segun todas las reglas del arte, dan dimensiones que
pueden emplearse con seguridad. Si se quieren ahora conocer las
reducciones de los gruesos que resultan de las consideraciones fí-
sicas de que he hablado antes, se hará lo siguiente.

Por las divisiones de TC, quecorresponden á la relacion de
las gravedades específicas, tÍrese una paralela á CB; trácese Juego
otra línea que pase por D y se termine en la divisionde NC, so-
bre la qual se halla el número de milésimas partes de la base del
talud que contiene su altura, ya sea que este nÚmero sea dado in-
mediatamente, ya sea se deduzca del ángulo formado por la línea'
del talud natural de las tierras y por el horizonte (buscando el
valor de este ángulo dado en grados, sea sobre el quarto de círcu-
lo TK, sea en la segunda tabla que se halla al fin de la memoria,
alIado de este valor se hallará el número que indica quantas mi-
lésimas partes de la base contiene la altura del talud): estas dos
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lÍneas son gQy DX en el exemplo dado anteriormente, y se cor-
tan en Q: llévese gQ desde A hasta q sobre AB, Y tÍrese la lí.
nea qD: el punto pl en que encuentra hk será el extremo poste-

rior de la línea superior del perfil del muro; el extremo anterior
de esta línea se determinará corno anteriormente.

Si se quieren los gruesos dados por la
~ equacion (21) Y sus

derivadas, se tirará un radio DR desde el centro D al punto de
division del quarro de círculo CH que corresponde al ángulo
formado por la línea dd talud y por el horizonte, ó al número
que indica sobre el quarto de círculo TK quantds milésimas par-o
tes de la base contiene la altura del talud ndtural de las tierras;
de la interseccion x de este radio, con el círculo concéntrico que
se termina sobre TC en el número que indica la relacion enrre las
gravedades específicas, se baxará sobre DC una perpendicular xr,
y la distancia de D al extremo de esta perpendicular (es Dr en el
exemplo) se llevará desde A hasta i sobre AB: se trazará la lí-
nea iD, Y su interseccion JI" C011 h,'¿ dará el extremo posterior de

-la línea superior del perfil; el extremo anterior de esta línea se de-
termina siempre del mismo modo que anteriormente.

35 Solo queda una palabra que añadir á 10 que lleva¡;nos di-
cho, para indicar cómo se aplica la fórmula gráfica al caso en que
la superficie superior del suelo se halla cargada de un peso distri-
buido uniformemente sobre todas las partes de esta superficie,
como 10 estaria por losas, escarpas, empedrado &c. Este caso
no aumenta dificultad alguna en las construcciones precedentes,
ni las altera en nada; no exige otra cosa sino la atencion de subs-
. .

' 1 1
.

d ' d
3G /

UtltUlr a a re aClO11 e 7( a n la e '7i+--= a [l. n exemplo acla-
h

rará esto, y servirá de explicacio11 completa á los simples rrácti-
cos: supongamos que para un muro cuya altura debe ser de 10
varas, las tierras pesan 1~00 libras por vara cúbica, la mam pos-
tería 1875 libras, y que la superficie superior dd terreno se balle
cargada de 31 2t libras por vara quadrada: haciendo como antes

h b
.

b d 1
,

d
I. .d

1 r; 00
se u lera usca o e numero e centeslmos contenI o en ~,

1875
que es 80, y se hubiera empleado la division n? 80 de FB ó de
GC; pero en el caso de que cada vara quadrada de la superficie
del terreno sostenga 312~ libras, es menester dividir el triplo da
este peso, ó 937,), por el número 10 de varas que contiene la
altura del muro, agregar el cociente 93,75 á 1500, Y buscar quán-

, .
h 159 ~.7 5

h 11 á 1 8tas centeslmas ay en , se a ar que 1ay 5, Y se em-
1875

s
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que está el plano del talud. Por consiguiente, para hallar un em-
puje es preciso, ó suponer que estas capas ú hOj(lSno producen
ningun rozamiento las unas contra las otras, ó suponerlas un ro-
zamiento deducido de algunas experiencias sobre los cuerpos du-
ros que resbalan sobre estos planos inclinados. La primera supo-
sicion conduce al mismo resultado que el caso de una masa con-
tÍnua, de que hablaré al instante; y observo que la segunda ofre-
ce una nueva contradiccion, pues en el momento que se asigna
un talud natUral, á las tierras, no puede hacerse otra lIuposicion
sobre el rozamiento, sino la que resulta de este talud. Suponga-
mos, por exemplo , que la inclinacion del talud de las tierras mo-
vidas nuevamente sea la mitad de un ángulo recto: esto nos in-
dica que la resistencia producida por el rozamiento de las molé-
culas de tierra, que tenderian á resbalar sobre otras moléculas in-
feriores, es igual á la presion normal con que las primeras actúan
sobre las Últimas: por consiguiente no se puede ya suponer sin
contradiccion que el rozamiento sea el tercio, el quarto &c. de
la presion normal.

Si, para evitar el embarazo de la consideracion de una masa
divisible, se mira el prisma de tierra que empuja como un cuerpo
duro puesto sobre el plano del talud, entonces se le supondrá el
rozamiento que corresponde á este talud (la rdacion entre este
rozamiento y la presion es igual á la tangente dd ~~ngulode incli-
nadon del talud sobre el horizonte, siendo el radio == 1), y el
resultado será que no produce empuje alguno; ó se hará otra su-
posicion sobre el rozamiento, y se introducirán en la qi..1estioll
datos contradictorios; ó se supondrá finalmente que no hay roza-
miento, y entonces poco importa el considerar un cuerpo duro,
ó un sistema de capas Ú hOj:lSpuestas las unas sobre las otras, pa-
raleJas al plano del talud. .

Es mu} extraño que,aun en esta suposicion se introduzca el
empuje horizontal de nn modo inexacto en formulas de que se
hace uso tan freqüentemente. En etecro, muchos Ingenieros han
buscado., como ya he dicho, la expresion de este empuje (miran-
do el prisma de tierra que empuja como un cuerpo duro que res-
bala sobre el plano del talud), descomponiendo primero el peso
del prisma en dos fuerzas, la una perpendicular, y la otra para-
lela al plano del talud; y descomponiendo luego la Última en una
vertical que se desprecia, y una horizontal que se mira como la
potencia á que debe hacer equilibrio el muro por su resistencia,
y que actúa á la tercera parte de la altura de dicho muro. La mas
pequeña atencion basta para echar de ver que el cuerpo cuyo pe-
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p1eará la division 85 de FB ó de TC, como anteriormente se hu-
biera empleado la division 80.

36 No digo nada sobre el caso en que se levanta un parape..
to encima del muro; entonces el mejor partido que puede to-
marse, es de hacerla primero, sin atender al parapeto, por los
métodos explicados anteriormente; y para hallar las reducciones
de los gruesos debidos al peso de este parapeto, emplear despues
el cáiculo aritmético muy fácil, indicado en el arto 25 de la ins-
truccion prácticá, y cuya fórmula se dió arto 32 d~ esta memoria.

Observac¡"ones sobre los principz'os que sir'Ven de fundamento á dife~
rentes soluciones del problema del empuje de las tierras,

publicadas hasta el dia de hoy.

37 La construccion y el uso de mi fórmula gráfica, como se
ve, será fácilmente entendida y practicada por los obreros menos
habituados á trazar líneas, tales como los aparejadores, los car-
pinteros &c.: los dibuxos mas fáciles que estan habituados á ha-
cer otrecen mas dificultad que los que hemos descrito. Espero
que los Ingenieros verán con gusto métodos prácticos establecidos
sobre una teoría tan rigurosa, quanto puede permitido la natura-
leza de la qL'¡estion y la necesidad de obtener resultados que sean
susceptibles de aplicacion, ventaja de que no gozan muchas de
las teorías que se hallan en obras muy estimables por lo que hace
á lo demas. En efecto, exceptuando Coulomb, Cl1ya memoria
parece no se ha consultado bastante, los que han querido consi~
derar el prisma de tierra que produce el empuje como una masa
divisible, ó sistema deforma 'Variable, no han aplicado á la inves-
tigacion de las condiciones de su equilibrio los principios de Me-
cánica que dan estas condiciones. En general, sus hipótesis se re-
ducen á mirar la masa que empuja el máro como compuesta de
capas ú hojas puestas las unas sobre las otras, todas paralelas al-
plano de los mayores taludes que pueden tomar las tierras; pero
este modo de descomponer la masa sé halla en contradiccion con
el resultado á que se desea ll~gar, que es la evaluacion del empuje,
pues una qualquiaa d~ estds capas Ú hojas puesta sobre un plano
paraldo al del talud, y rozando sobre este plano, como 10 hace
sobre las tierras inferiores, no tendria tendencia alguna á baxar
ni á empujar, puesto que la inclinacion del plaq.o del talud eS
precisamente aquella sobre la qual, á causa del rozamiento, se
hallan en equilibrio las moléculas de tierra, y no pueden moverse
sino sobre un plano, que está mas próximo al vertical, que lo
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so se ha dividido de este modo en tres fuerzas, no ~e hall aria de
modo alguno en equilibrio si se le quisiese retener sobre el plano
del talud con la fuerza horizontal, á la qual se quiere oponer la
resisttl1cia del muro, pues la fuerza verrical que se ha desprecia-
do, descompuesta en dos, la una perpendicular al talud, la otra
horizontal, tendria en esta direccion una accion que romperia el
equilibrio. A veces se mira esta fuerza vertical como empleada en
aumentar la estabilidad del muro; pero para esto no es menester
obrenerlo á costa de la fuern horizontal, y en otra ocasion daré
el verdadero modo de considerar la accion vertical de las tierras,
relad vamen~e al efecto de que acabo de hablar: no obstante, es-
tas inexáctirudcs no impiden que á causa del rozamiento, cohe-
sion &c, , las dimensiones, deducidas de este modo de resolver el
problema, no sean admisibles en una infinidad de casos.

El método directo y rigÚroso de hallar el valor del empuje
horizontal, considerando siempre el plano del talud como aquel
sobre el qual tiende á resbalar sin rozamiento el cuerpo que em-
puja, es d.:scomponer inmediatamente el peso de este cuerpo en
dos fuerzas, la una perpendicular al plano del talud, y la otra ho-
rizontal; siendo esta el empuje total que padece el muro: es lo
que han hecho muchos Ingenieros, y han obtenido un empuje,
que es independiente de la inclinaciol1 del talud, y da (en la hi-
pótesis de que el muro puede caer girando al rededor de una de
sus aristas infaiores, y de que la resultante de las presiones hori-
zontales actÚa á la: tercera parte de la altura del muro ) resultados
conformes á los de la equacion (22). Las dimensiones que se de-
ducen estan (como he hecho ver) establecidas para el caso del
maximum de resistencia; y los constructores no deben separarse
de dichos resultados sin 1a mayor circunspeccion.

Hemos visto antes de qué modo .la equacion (22) se deriva
de aquellas en que entran la cohesion y el rozamiento, y como
encierra la condicion de que estos dos obstáculos que se oponen
al empuje han padecido todas las disminuciones de que son Sl1S-
ceptibles. Tambien se ha determinado el punto de aplicacion de
la resultante de un modo general; y se ha hecho ver el .caso en
tlue su posicion coincide con la que se le asigna ordinariamente:
posicion de qne no habian dado llna raza n satisfactoria los Inge-
nieros que la habian adoptado. Por consiguiente es claro, que

aunque se hubiese ya hecho uso de' los valores":" '7í'h2y":" l¡, se. 2 . 3
hJbian obtenido por medio de raciocinios que de ningun modo
manifestaban el orígen, ni hacian conocer de qué modo estos ya.
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lores eran los límites de aquellos en que se introducen las circuns-
tancias físicas del problema. La historia de las dencias ofrece al-
gunos exem plos de resultados verdaderos deducidos de este mo-
do de teorías empíricas; pero regularmente los resultados así de-
ducidos necesitan ser modificados por la experiencia, y dispues-
tos de modo que no resulte inconveniente alguno en la aplica-
don. Valdria mas, quanda los objetos de investigacion presen-
tan grandes dificultades para ser tratados analíticamente, ceñirse
en el principio á reglas prácticas fundadas sobre la observacion,
hasta que los progresos de las ciencias físicas ó matemáticas ofre-
ciesen nuevos recursos para hallar las leyes de estos fenómenos, y'
dar razon de los hechos; pues explicaciones incompletas y for-
mulas establecidas sobre principios equívocos pueden, hallándo-
se acreditadas, hacer cometer grandes errores á los que demasia-
do ocupados en practicar no tienen la cabeza bastante libre para
entregarse á los exámenes teóricos; tambien pueden inducir en
error á los jóvenes, y ser muy perjudiciales al suceso de sus es-
tudios.

38 En otra memoria me ocuparé del caso en que los muros
pueden moverse horizontalmente, el qual conduce á la equa-

, don (36)

h[~?r (h-hll) t' - (n+n¡) (: TIhq+r)]

x-
I1hq-1-r

y daré. muchos ~~etalle~sobre ?bjetos ~ue solo he indicado aquí.
T amblen tratare de la mfluenCla que t1enen sobre la estabilidad de
los muros los contrafuertes, y en general todas las partes salien-
tes de los muros, tanto hácia al exterior, como hácia al interior.



38 TABLA
Que da el ángulo fo¡'mado pOI' la 1Í1¡eadel talud y pOI' el horizonte quando se conoce

el número de centésimas partes de la base contenidas en la altura del talud,
y que dicha altw'{1 no e:r:cedeal doble de la base.

Nota. Las alturas de los taludes son los números puestos en la columna llamada tangente.
1,

Tang. Grad. Min. 'rango Grad. Min.~Tang. Grad. Min. Tang. Grad, .Min.

° °
00 46 24 42 91 42 37 13854041

1 o 34 47 25 10 93 42 52 139 54 161
2 1 08 48 25 38 94 43 13 140 54 28.

3 1 43 49 26 06 95 43 31 14r 54 39
¡

4 2 17 S° 26 33 96 43 49 142 54 5°
5 2 SI sr 27 01 97 44 °7 143 55 02!6 3 26 52 27 28 98 44 26 144 55 13
7 4 00 53 27 SI 99 44 42 145 55

2418 4 34 54 28 22 100 45 00 146 SS 35

I

I~
5 08 55 28 48 101 45 17 147 55 46
S 42 56 29 13 102 45 34 q8 55 57!

I

11 6 16 57 29 4° 1°3 45 5° 149 56 07
12 6 5° 58 3° 06 1°4 46 °7 IS° 56' 18

I

::
7 24 59 3° 32 1°5 46 23 151 56 29
7 58 60 3° 57 106 46 4° 152 56 39

15 8 3
[ 61 31 28 1°7 46 56 153 56 S°

I

16 9 °5 62 3r 47 108 47 12 154 57 00
17 9 33 63 32 11 1°9 47 27 155 57 10
18 10 13 64 32 36 IIO 47 43 156 57 20
19 10 35 65 33 al III 47 59 157 57 3°20 11 13 66 33 25 II2 43 14 158 57 4°21 11 Sr 67 33 43 II3 48 29 159 57 50
22 12 24 68 34 13 II4 48 44 160 57 591I
23 12 57 69 34 3° lIS 48 59 161 58

09124 13 30 7° 34 59 II6 49 14 162 58 18
25 14 02 71 35 22 II7 49 26 163 58 28,
26 14 34 72 35 44 118 49 43 164 58 37

I27 15 06 73 36 06 1I9 49 57 165 58 46
28 15 33 74 36 48 120 50 11 166 58 55
29 16 lO 75 36 SI 121 50 25 167 59 °5
3° 16 41 76 37 13 122 50 39 168 59 14
3r 17 07 77 37 36 123 50 53 169 59 22

I32 17 38 78 37 57 124 SI °7 170 59 32
33 18 15 79 38 13 125 SI 20 171 59 4°
34 18 46 80 38 39 126 Sr 34 172 59 49
35 19 17 81 39 03 127 Sr 47 173 59 58
36 19 48 82 39 20 I28 52 00 174 60 06
37 20 18 83 39 41 129 52. 13 175 60 15
38 20 48 84 4° 01 130 52 \ 26 176 60 23
39 21 15 8' 4° 22 13r 52 38 177 60 32;)

40 21 43 86 4° 4r 132 52 51 178 60 40
4r ~2 17 87 4r 01 133 53 °:1 -179 60 48!

I!
:;

22 46 88 41 20 134 53 16 180 60 56
23 15 89 4r 40 135 53 27

~:~
23 45 90 41 59 136 53 40
24 r3 91 42 13 137 53 52

--J'



TABLA 39
Que da el número de milésimaspa1-tes de la base de un talud, que

&ontiene la altura de este mismo talud, para todos los ángulos,
de grado en gr ado , que puede formar con el horizonte.

Nota. . Las alturas de los taludes se hallan en la columna llamada tangente;
y son los números que es necesario escribir al lado de los grados correspondientes
sobre el arco KT de la fórmula grifica.

Jr
I

Gl'ad.Grad. Tang.

o °
l 17

I

2 35
3 52

I

4 "'" 7°
5 87

!

6 1° 5
7 123

I

8 141

9 158

I

10 176
11 194

1,12 213

13""""""" 2 3 1
14 249
1 S 268
16 287

I 17,,,,,,,,,,,,,, 3°6
18 325
19 344

i 20 364

121'''''' 384
122 4°4

123"'''''''''''' 424

i 24 445

l

' 25 25
,

,,,,,,, 466
26 488

I

27 51°
i .28 532

1I

29 554

3° 577

~

Grado Tang.

31 601
32 625
33 649
3+ 674
35""",,,,,,,, 7°°
36 726
37 754
38 781
39 81°
4° 839
41 869
42 9°°
43",,,,,,,,,,,, 933
4+ 966
45,

""'"''''''
1000

46 1°3 3
47 1°72
48 1111
49 115°
5°""'''''''''' 1192
51 J 235
52 ""'" J 276
53 1327
54 1376
55,,,,,,,,,,,,,, 1428

56 1483

57 1)40
58 1600
59 1664
60 J732
61.., 1804

Tang.l

62 188o
63 1963
64 2°5°

65''''''''''''''
2 144 1

66 2246
67 23 S6
68 2475
69 26°5

IJ7° 2747
71 29°5
72 3°77
73 3271
74 3487
75 37321
76 4° 11
77 4331
78 47°5
79 5145!
80 5671

[

1

81 6314
82 7115

83"""'''''''' 8144/
84 9514

1

85 1143°
86 143°1 .
87 J9°81
88 28636
89 5729°
9° infil1.

J
"



MÉTODO PRÁCTICO

PARA RESOLVER CON SUMA FACILIDAD

LOS PRn¡'CU ALE S PROBLEMAS

RELATIVOS Á LA FORMA Y DIMENSIONES QUE DEBEN DARSE

Á LOS 11UROS DE REVESTIMIENTO,

POR R. PRONY,

MIEMBRO DEL INSTITUTO NACIONAL DE CIENCIAS Y ARTES,

Y DIRECTOR DE LA ESCUELA DE PUENTES Y CALZADAS.

TRADUCIDO AL CASTELLANO

P ARA EL USO DE lOS INDIVIDUOS

DE LA INSPECCION GENERAL DE CAMINOS.



INSTRUCCION PRÁCTICA

SOBRE El MÉTODO DE DETERMINAR

LAS DIMENSIONES DE LOS MUROS

DE REVESTIMIENTO.

1 I-Iabiendo admitido ~n mis imNstigaciones sobre el empuje
de tierras para la línea de talud, el rozamiento y la cohesionlas hi-
poresis generalmente adoptadas por los constructOres y los físi-
cos, y que se conforman bastante bien con la observacion, que-
da expuesta de tin modo completo y riguroso la análisis de los
principales problemas relativos á la forma y á las dimensiones
de los muros de revestimiento. En otra memoria trataré difcremes
qUestiones particulares, que se hallan indicadas en mis investiga-
ciones, y cuya solucion exige que haga algunas experiencias.

2 - El problema fundamental del empuj-ede las tierras pertene-
ce esencialmente á la parte de la análisis que trata de máxímos y

,

mínimos; y en esto conviene con la mayor parte qe los proble-
mas fisico- matemáticos que se refieren á las C'Onstrucciones, los
quales por lo COllll1l1exigen la in vesrigac;ion de líneas, de super-
ficies, de sistemas de filerzas Ó de resistencias &c., que gozan de
la propiedad dd máxímo ú del mínimo.

Coulomb creo es el primero que haya considerado el proble-
ma del empuje de las tierras baxo este punto de visra: todos los
de mas deben conducir á soluciones incompletas ó e,n píricas: par-
tiendo de los mismos principios que él, he vueltO á hacer tOdos
los. cálculo~, a~í del problema fundamental, como de diferentes
qUesriones particu 1ares7 y he llegado á enconrrar un nuevo teore-
ma, notable por su sencillez, que me !la facilitado d medio de
dar para todos los casos de aplicacion formulas sumamente fdci-
les de calcular, á pesar de contener los efectos del rozamiento y de
la cohesion.'

3 He aquí este teorema, publicado por la primera veZ en mi
Mecánica filos6fica.

"Si el paramento de un muro en forma de paraldógramo rec-
"tángulo, del qual dos de sus lados son htnizontales, y los otros
J)dos verticales, sostiene tierras, cuya superficie superior es hori-
"zomal, y que libres y recientemente removidas formarian un

6
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"talud, cuya inclinacion respecto á la vertical seria A, se deter-

"
minará en estas tierras el sólido del mayor empuje cortándolos

"
por un plano que contenga la base horizontal del paralelógra-

"mo, y que divida el ángulo A en dos partes iguales."
Se puede ver en mis investigaciones&c. el uso que he hecho

de esta propiedad para hacer mas fáciles y convincentes los ex-
perimentos, y mas expeditivos y seguros los cálculos que ofrecen
los casos prácticos; pero para que resulten de estas investigaciones
todas las Utilidades que pueden producir, he querido libertar en-
teramente su aplicacion del embarazo del cálculo, y reducirla á
métodos puramente gráficos: este es el objeto de la f6rmula grá-
fica que acompaña esta Instruccion; por su medio podrán verif;l~
cal' los Ingenieros sus resultados numéricos, y aun dispensarse de
buscados; y en general ofrecerá á los constructores, pocoó nada
instruidos en la análisis algebráica, un método muy cómodo pa-
ra trazar los perfiles de los muros que deben sostener el empuje
de las tierras J capaces en efc;ctode resistir á este empuje.

Precauciones que deben tomarse para la conservacion de la formula
gr áfica, y datos que deben conocersepara hacer uso de elfa.

4 Aconsejo á los que hagan uso de mi formula gráfica empe-
zar por encolada sobre un carton , tomando las precauciones nece-
sarias para que su superficie quede bien lisa: las diferentes modifi-
caciones que padece, bien sea quando el grabador la humedece,
ó bien por la cola que la penetra, afectan del mismo modo todas
sus partes, y no alteran por consiguiente casi nada la proporcion
que existe entre eJIas.

Tomada esta precaucion, convendrá servirse para los trazos,
de que hablarémos, de papel transparente, aplicándole sobre la
formula gráfica, de modo que no varíe de posicion durante la
operacion.

Tambien podrá trazarse la figura sobre papel comun, toman-
do las medidas sobre laformula gráfica, y trasladándolas sobre el
papeL Así se conservará la figura ó modelo originalJ que de otro
modo, si se .trazasen sobre ella inmediatameme las líneas de cons-
trucciol1, en poco tiempo se haría confusa, y no se podría hacer
uso de ella.

5 Se suponen siempre conocidas las gravedades específicas,
así de las tierras, como de la mampostería, y la inclinacion dd ta-
lud que toman las tierras quando estan recientemente removidas;
se da taOlbien la altura del muro que sostiene el empuje de las
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tierras desde la parte superior de la plataforma de sus cimientos,
hasta el cardan; supongo que en virtud de algunas consideracio-
nes particulares se hayan determinado los taludes que debe tener
este muro, así por la parte exterior, como por la interior de las
tierras (en la continuacion de mis investigaciones hablaré sobre
algunas condiciones que deben fixar estos taludes), y el trazar el
perfil del muro depende del conocimiento de su grueso en el car-
don; el objetO principal de la fórmula gráfica es determinar este
grueso.

6 En el uso de esta fórmula deben distinguirse dos casos,
á saber:

I? Qpando el objetO del muro es contrarestar el empuje de
un fluido, ó de tierras tan disueltas que actúan casi del mismo
modo que los fluidos.

z'? Quando las tierras sostenidas por el muro y recientemen-
te removidas afectan un talud constante, cuya inclinacion es co-
nocida.

Operacioncomun á Ntos dos casos.

7 Entre las escalasde varas castellanas que se ballan de una y
otra parte del paralelógramo ABCD se tomará la que se quiera
adoptar para trazar el muro que se desea construir; convendrá
tomar la mas grande de las que permitan colocar la línea superior
de este perfil entre HN y AB (lo que será posible siempre que el

muro tenga mas de 4.!.. pies), á fin de que las distancias tomadas
5

con el compas sean mas exactas.
Hallándose repetida cada una de las escalas á los dos lados de

ABCD, será muy fácil tirar una paralela á DC, que pase por el
punto de la escala adoptada, qu; corresponde á la altura del mu-
ro sobre la plataforma de su cimiento, de modo que representan-
do DC la parte superior de dicha plataforma, la paralela de que
tratamos representa la horizontal tirada por el punto superior del
cardan. Tráuse de ha.J1arsobre esta línea, que llamaré horizo11ta/
superio1',dos puntos, cuya distaricia respectiva sea igual al grueso
del muro en su extremo superior. Llamaré la porcion de la hori-
zontal superior comprehendida entre estos dos puntos línea del
vértice: aquel de estos dos puntos que se lnlla sobre el paramento
visible, punto anterior de la líma del 'Vértice;y el que se halla dd
lado de las tierras, punto posterior de la lín,'ll del vértice.
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PRIMER CASO,

En qm el muro debe sostener un fluido, 6 tierras tan disueltas,
que casi actúan comolos fluidos.

8 Este caso presenta quatro subdivisiones relativas á la for-
ma del muro ó á la inc1inacion de sus paramentos interior y ex-
terior.

"

l? Los dos paramentos del muro siend9 verticales.
2? El paramento exterior con talud, el interior á plomo.
3? Los dos paramentos con taludes iguales.
4? Los dos paramentos con taludes desiguales.

En cada una de estas circunstancias se trazan los perfiles coma
sigue.

9 I? Simdo 'i)crticaleslos dos paramentos del muro. Sea AD el
paramento exterior del muro, la interseccion de esta línea AD
y de la horizontal superior representará el punto anterior de la líne<-1
del vértice.

Para hallar e! punto posterior de la Hne.-1de! vértice se verá
quántas veces la centésima parte del peso específico de la mam-
postería está contenida en el peso específico del agua ó de las tier-
ras: supongamos se contenga 80 veces, el punto posterior que se
busca de la línea del v!rtice será eL~e interseccion de la horizon-
tal superior, y de aquella de las líneas trazadas en el quadrilátero
FBML que corresponde á la di vision marcada 8o, debaxo de es-
tas palabras líneas de las gravedades especijicas.

Habiendo determinado de este modo la línea del vértice, como
por sllposicion el perfil del muro es un paralelógramo rectángulo,
tOdo quanto pertenece á este muro se halla determinado.

10 2? El p.1ramentoexterior con talud,yel otroá plomo. El ta-
lud debe estar indicado por la relacion de su base á su altura, es-
timaJa en centésimas partes de esta altura; supongamos sea de

~, se trazará como antes la horizontal superior; y el punto an-
100

terior de la f{nea del 'vérticese hallará en la interseccian de esta h()-
rizontal superior, y de aquella de las líneas trazadas en el qua-
drilárero AEGH que corresponde á la divistan núm. 8 baxo las
palabras línea del talud de los muros.

A 1 buscar esta línea es menester tener 1(ien presente, que las

3° divisiones de la línea AE Se hallan cada uiu de ellas subdivi-
didas en dos ~artes, y que la octava di visiol1, de que acabo de
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hablar, corresponde efectivament~ ~ la decimasexta de estas par-
tes; pero las divisione~enteras se dlsnnguen de las otras en que las
líneas que las terminan son dos veces mas largas que las otras. Es~
tas medias divisiones sirven para quando el talud es dado en cen-

tésimas Partes, y sus mitades; así, si en lugar de ser -~ fuese
- 100

~- Y medio, el punto anteriorde la línea del vfrtice se hallaria
100

en la inters'eccion de la horizontal superior, y de aquella de las lí-

neas comprehendidas en el quadrilátero AEGH, que correspon-
de á la media di vision, que se haBa inmediatamente despues de la
octava division entera del lado de E.

El punto posterior de la línea del vértice se determina por el mé.
todo indicado art.9 para el caso de los dos paramentos verticales.

Determinada de este modo la línea del vértice, se tirará de su
punto anterior una recta al punto D; de su punto posterior una
perpendicular sobre DC, se tendrá un trapecio cuya base se ha-
llará sobre DC , y cuyo lado superior será la línea del vé1,tice;109
otros dos lados son la línea tirada del punto anterior á D, y de la
perpendicular baxada del punto posterior sobre De;:: este trapecio
será el perfil del muro que debe sostener el empuje de las tierras.

11 3? En el caso de que los dos taludes sean iguales. Trácese la
horizontal superior coma antes; supongamos despues que cada

uno de los taludes iguales sea de ~-; agréguese á este valor de!
100

'
1 d

.
d d /

12, ,
ta lT su mIra, se ten ra --, tomese entre las hneas trazadas so-

100

bre el quadrilátero AEGH , la que corresponde á la division en-

tera, marcada 1'2 : la interseccion de esta línea y de la línea del vér-
tice será el punto anterior de la línea del vértice.

El punto posterior de la línea del vértice se determina del modo
indicado arto 9 para el caso de los dos paramentos verticales.

Determinada de' este mDdo la línea del drtice, se tirarán de los
pUntos anterior y posterior dos líneas rectas, que formen sobre CD
la inclinacion del talud comun de los paramentos, prolongadas
estas dos rectas basta su encuemro con DC J la parte de DC com-
prehendida entre los puntos de reunion y la línea del ~'¡rtice for~
marán un trapecio, que será el perfil transversal del mUfa.

12 4
C; En el caso de que los taludes no sean iguales. Trácese co-

mo antes la horizrmt:zlsuperior; supóngase despues que el ta1ud

del paramento exterior s.;:a~-, v el del interior de~-. El ta~
loa J 100
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lud dd paramento exterior -~ , mas la mitad.--1-; del interior
100 100

hacen~; y se tendrá el punto anterior de la Hnea del vértice, en
100

la interseccion de esta Hnea del vértice, y d¡;:aquella de las líneas

trazadas en el quadrilátero AEGH, que corresponde á la divi-
sion, marcada 11.

El punto posterior de la línea del vértice se determina siempre
como en el arto 9.

SEGUNDO CASO.

L"1S tioTas que debe sostener el muro son capaces de conservar un ta-
lud, J Sf conoce el valor de este talud en el caso en que las tierras

se hallan recientemente removidas.

13 Las dimensiones que resultan de las construcciones indi-
cadas desde el art.9 hasta el arto 12 dan el máxímo dd grueso de
los muros que sostienen el empuje de las tierra,>, y aunque sean
aplicables, particularmente á los fluidos, será prudente, para po-
nerse al abrigo de qualquier suceso, de em plearlas aun en los casos
en que las tierras recientemente removidas se mantengan con un
cierto talud; en efecto, se concibe que este talud puede ser efecto
de cierto grado de sequedad en que se hallen las tierras en el mo-
mento de la experiencia, y que estas mismas tierras, embebidas y
disueltas como se hallan muchas veces quando un muro las sos-
tiene, tOmasen tal vez un talud mucho menor, y á veces insen4
sible.

Tambien se sabe que puede introducirse una capa vertical
muy delgada de agua en un vacío producido entre el muro y las
tierras por la contraccion de estas, quedando de este modo el muro
sujeto al empuje de un fluido &c.

'14 Pero quando se esté bien seguro de que no puede acaecer
ninguna de estas circunstancias, y que en las que pueden reputar-
se como menos favorables existe siempre una línea de talud natu-
ral, sobre la qual podrian sostenerse las tierras libres y reciente-
mente removidas; entonces podrán disminuirse los gruesos de los
muros destinados á sostenerlas, resultando una economía que me-
rece la pena de que se tenga en consideracion. .

Este segundo caso ofrece las mismas subdivisiones que el pri-
mero, cada uno de los quales exige la operacion preliminar del
arto 7, despues de la qual se hace 10 que sigue.
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15 1? Los dosparamentos sonverticales.Determínese el punto
anterior de la línea del vérticecomo en el arto9, Y el punto poste-
rior como sigue.

Dado el talud de las tierras por la relacion de su base á su al-
tura, se sabe siempre quántas milésimas partes de la base contie-
ne la altura: supongamos pues que la relacion dada de la altura á
la base sea como 325 á 1000; busco sobre la línea CN el núme-
ro 325; Y veo se halla al extremo de una línea dirigida hácia el
centro D, terminada por la otra parte en el quarto de círculo KT,
donde se hallaelnúmero 36 C"*),y la indico por la línea 325 . 36.

Supongamos ademas que la gravedad específicade la mampos-

tería sea los ~ de la de las tierras; por la divisinn de la línea TC,
100

marcada 80, levanto una perpendicular á la línea DC, la prolon-

go hasta que encuentre la línea 325 . 36, Yllamo Hneadel mayor
empuje la porcion de esta perpendicular comprehendida entre DC
y la línea 325 . 36. Traslado la línea del mayor empuje sobre la lí-
nea AB; de modo que su orígen se halle en A, Yel otro extremo
se termine en un punto entre A y B; de este punto tiro una línea
al punto D: la inrerseccion de esta línea recta, y de la horizontal

,

superior, será el punto posterior de la línea del vértice.
Determinados de este modo los puntos anterior y posterior de

la línea del vértice, esta línea y la altura del muro son dos de los
lados del paralelógramo rectángulo, que por hipótesis forma el
perfil del mUlO.

'

16 2? Formando talud por la parte exterior del muro, cuya
parte interior es vertical. Determínese el punto posterior de la línea
del vértice como en el arto 15 que precede, y hágase lo demas de
la construccion como en el arto 10.

(*) Suponiendo el radio 10 o O, el número 3 25 es igual á la tangente de 18

grados, y en efecto se ve en el sector DkTD el número 32 5 al lado ¿el núme-
:.p 5ro 18; lo que hace ver, que quando la altura del talud es los -=-- de la base,

18 1000
la inclinacion de este talud respecto del horizonte es de 18°, ó- del quarto de cír-

100
culo. El complemento 720 de 18° ( que corresponde al ángulo 7"en mis i12vrstiga.

dones &c.) es g 6D, de modo que la línea e g 25 es la tangente de la mitad del án-

guloformado por la vertical y la línea del talud, lo que corresponde en mis ¡¡¡vati.

7"
gacionrs &c. á la cantidad tango-. ó t.

2.
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17 g? Formando talude.siguales ambos paramentos. Determí-. J I 1 I . 1nese el punto posterzor de la Imea de vertzce como en e arto 15 , Y
lo demas de la cOl1struccion como en el atto 1r.

18 4<:'Formando taludes d~sigua¡es los dos paramentos. Deter-
mínese el punto posterior de la línea delv¿rtice como en e! arto 15,

Y hágase el resto de la construccion como en el arto 12.

COl1struccion de una fórmula que los Ingenieros emplean freqüente-
mente para determinar las dimensiones de los muros destinados

á sostener el empuje de las tierras.

19 La equacion (2 r) de mis investig aciOl1:?S&c. proviene de
un método de resolver el p:-oblema dd empuje de las tierras, que,
como hice ver qmndo la di, conduce á una soluciol1 incomple-
ta y empírica; no o')stance noté que la fórmula que conriene es-
ta soluciol1 podia tener aplicaciones útiles; quando se trata del
empuje del agua ó del d..: las tierras sumamente disueltas, condu-
ce cdsi á los mi-,lTIJs resultddos que los que se hubieran hallado
por lds reglas d.das desde el arto 9 hasta el art r 8. Pét"Oá medida
q Lleel talud natural de LIStierras es mas inclinado res pecto al
horizonte, da grues)s mayores que los que se encuentran em-
pleando las reglas da,hs en el arto 13 y siguientes hasta el arto 18.
Por consiguiente, en general se hallan emp.leando esta equa-
cion (21), Ó sus deávadas, mayores gruesos que los que resultan
hacienjo uso de las equaciones en que se han tenido en conside-
racion el rozamiento, la cohesiol1&c., y menores de los que se ha-
llarian empleando las quacione5 en que se han despreciado estas
circunstancias, esto es, valore~ medios que podrán em plearse con
toda confianza, siempre que se esté seguro de que en ninguna cir-
cunstancia el talud natural, que tom:uian las tier-rás si se hallasen
libres, no será mayor que d que se ha inttoducido en el cálculo.
Por estas razones he cré;ido deber agregar á la construcc;Ícn g~á. '
fica de las equaciones, que se deducen de mi teoría, la de una fór-
mula que emplean con fi-eqüencia algunos Ingenieros hábiles, y
en cuyo favor se puede citar la Asamb1ea de puente~ y calzadas,
que aprobó un informe, en el qual se daba dicha formula éomo '

regla de cálculo. ' .
Seguiré en la exposicion del proceder gráfico las mismas di.vi-

siones que anteriormente, cada una de las quales exige la opera-
don preliminar del art. 7.

20 I? Quando los dos paramentos SQnverticales. Se determina-
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d el punto anterior de la línea del vértice como en el art.9, y el
punto posterior de esta misma línea como sigue.

Suponaamos que la relacion entre la altura del talud natural
de las tier~ds y su base sea de 577 á 100O: busco el número 577
en el sector DKTD, Y le hallo que corresponde á 3°. G, lo que

desde luego me indica que el ángulo del talud de las tierras con el
horizonte es de 3°.

G. .

Supongamos tambien que la relacion entre la gravedad espe-
cífit:a de las tierras y la de la mampostería sea de 77 á 100, prolon-
go el radio D. 577 ó D. 30 hasta que encuentre el círculo com-
prehendido en el espacio ECKH, que corresponde en EC y en
EH al núm. 77; desde dicho punto de reunion baxo una perpen-
dicular sobre DC , y á la distancia entre el centro D y el extre-
mo de esta perpendicular la llamo coseno reducidodel ángulo del
talud.

Traslado sobre la línea AB el coseno reducido del ál1{!ulo de! ta-
lud, de modo que su orígen esté en A, Y se termine e't;.un punto
que se halla entre A y B; desde este punto tiro una línea al cen-
tro D, la interseccion de esta línea recta y de la horizontal supe-
rior será el punto posterior de la línea del vértice.

Determinada de este modo la línea del vértice, dicha línea y la
altura del muro serán los dos lados del paralelógramo rectángulo,
que, segun la hipótesis, debe formar el perfil del muro.

21 2? El p.1ramento exterior en talud, el otro 'Vertical. Se de-
terminará el pumo posterior de la línea del vértice como en el arto 20
que precede, lo demas de la construccion se executará corno en
el arto 10.

22 3? Los dosparamentos formando taludes iguales. Se deter-
minará el punto posterior de la línea del vértice corno en el anícu-
lo 20, 10 demas de la construccion como en el arto 1l.

23 4? Los dos paramentos formando taludes desiguales. Se de-
terminará el punto posterior de la línea del vértice como en el ar-
tículo 20) lo restante de la construccion corno en el arto 12.

Caso en que la superficie superior de las tierras que debe sostener
el muro se halla cargada por un peso repartido uniformemente

sobre e/la.

24 La superficie superior del terreno que debe sostener el mu"
ro puede hallarse cargada por un empedrado, por una escar-
pa &c.; y convi~ne tener en cuenta esta cansa qu:;:debe aumentar

7
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el empuje de las tierras, lo que puede hacerse sin variar en nada
las construcciones precedentes.

Para aclarar esto, por medio de un exemplo numérico, que
servirá de modelo ó de regla general en todos los casos, supon-
gamos que la altura del muro sea de 10 varas, que las tierras pe-
sen 1500 libras por vara cúbica, la mampostería 1875 libras, y
que la superficie superior del terreno esté cargada de 312i libras
por vara quadrada. Se buscaría, como se ha hecho anteriormen-
re, para determinar el punto posterior de la línea del 'Vérticeel nú-

I . .d 15°0mero de centeslmas contem o en -, que es 0,80, Yse em-
1875

pie aria la divisiol1 de 80 de FB ó de TC; pero en el caso en que
cada vara quadrada de la superficie del terreno sostenga 312t li-
bras, es necesario dividir el triplo de este peso, ó 937,5 por el
número 10 varas que contiene la altura del muro, añadir el quo-
ciente 93,75 á 1500,10 qual da para la suma 1593,75, Y buscar

I d
I. .d 1593,75 8el numero e centeslmas contem as en -- , se encuentran 5,

1875

Y se substituirá la division 85 de FB ó TC á la division 80,
que se habria empleado si la superficie del terreno no estuviese
cargada con ningun peso; es decir, que será necesario atribuir á las
tierras una gravedad específica igual á la que tienen, mas tres ve-
ces el quociente del peso que sufre la unidad de la superficie Sll-
perior de estas tierras dividida por la altura del muro, y emplear
esta gravedad específica así aumentada, del mismo modo que se
ha empleado anteriormente la gravedad específica natural de las
tierras.

De la r-educcion que se puede hacer en el espesor de un muro de reves-
timiento quando se le'Vanta un parapeto encima de dicho muro.

25 Las construcciones precedentes suponen que el muro no
se eleva mas que hasta la superficie superior de las tierras que tie-
ne que sostener; pero sucede muy á menudo que se edifica enci-
ma del muro un parapeto que aumenta el peso. Seria fáCil dispo-
ner la operacion gráfica de modo que las dimensiones dd perfil
que se obtuviese conviniesen á la condicion de la elevacion dd
parapeto; pero es muchísimo mas cómodo y mas sencillo formar
primeramente el perfil como si no hubiese parapeto, y hdcer des-
pJes, para hallar la disminucion de espesor relativa al parapeto,
el cálculo aritmético siguiente, que es tan elemental y tan tacil,
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que qualquiera que sepa medianamente las quatro reglas de la
aritmética podrá practicada sin la menor dificultad.

He aquí la regla de cálculo que se podrá seguir en todos los
casos. Llamo talud total de un paramento de muro el producto
de la altura de dicho muro (desde encima de la plataforma de la
fundacion hasta el enrase superior del cardan), por la razon en-
tre la base y la altura del talud (ó por el talud sobre la unidad de
almra); así teniendo un muro 6 varas de altura, y siendo la rela-
cion d~ la base á la altura del talud de uno de sus paramentos 0,08
(10 que da 0,08 varas de talud por vara de altura), el talud tata!
de este paramento será 6x0,08 varas, ó 0,48 varas. Hecho esto,
para hallar la disminucion que se puede hacer atendiendo al pa-
rapetO en el espesor de un muro cuyo perfil se ha construido por
los métodos precedentes, súmese e! talud total de! paramento exte-
rior, 6 ~'isto, con el semi-espesor del parapeto; multiplíquese la suma
por la area de 1~1seccion transversal de este parapeto; divídase este
producto por otro compuesto de dos factores, de los quales el uno es la
altura del muro, y el otro el espesor de este muro en la base, dismi-
nuido de la mitad del talud total de su paramento interiorj el quo-
,iente será la disminucion buscada del espesor.

Exemplo.
La altura del muro se supone iguaL...............................
El talud del paramento exterior, Ó visto, de.. ...............
El talud del paramento interior, ó del lado de las tier-

ras, de ...........................................
El espesor del muro sobre la plataforma de la funda-

cion, ó en la base..........................................................
La altura del parapeto ...................
El espesor del parapeto ' ......................

Varas.

6,000
0,08

0,065

3,17°
1,000

0,400

Resulta de estos datos que el talud total del paramento visto.
es igual á 6 x 0,08, ó 0,48 varas, á lo qual hay que añadir el
semiespesor 0,2 dd parapetO, la Sllma será 0,68 varas, que mul-
ti pEcado por la area 1X0,4, ó 0,4 de la seccion transversal del
parapetOJ da el producto 0,272. Despues la diferencia entre el es-

1 b l
. d

6 x 0,065 ,
pesar 3,J7 en a ase, y e semt-talu . total --, o 0,195 del

2

paramento interior I es 2,97" cuyo producto por la altura 6 del
muro igual 17,85°' Dividiendo 0,272 por 17,85, el quocien-
te 0,0152 varas indica que atendiendo al parapeto se puede dis-
minuir el espesor dd muro, hallado por las reglas preced;.;ntes,
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tanto en la base como en el vértice de 7,752 líneas. Esta reduc-
cion no merece tenerla en consideracion; pero es bueno que los
prácticos sepan calcular, y por otra parte puede ser muy consi-
der dble en los mUfOS de dimensiones pequeñas.

Será necesario en la r~gla precedente poner cero para el valor
del talud dd lado de bs tierras, si el paramento que corresponde
á este talud está elevado á plomo; y cero para el valor de los dos
taludes, si los dos paramentos estan elevados á plomo.

Del grado de precision del método g1'áfico expuesto en este escrito.

26 Se convencerá qualquiera, sin duda, que el método gráfi-
co expuesto en este escrito no dexa nada que desear en quanto á
la senciUez y á la comodidad; no falta mas que hacer ver que
tiene t?da la exactitUd que se debe de desear en este género de
operaClones.

Habiéndose delineado y grabado la estampa con mucho CLTi-
dddo, y permitiendo las escalas, que estan á uno y orro lado del
paralelógramo ABCD, dar á todos los perfiles que se tracen cosa
de media vara de altura, seria necesario, vista la proporcion que
suminisrran las escalas de estos perfiles, tirar una línea con una
falta de cuidado y de maña muy grande, para que el error del
com pas en un espesor de muro, bien fuese en la base, bien en el

1

vértice, fuese - del espesar; y ningun dibuxante, por poco ins-
100

truido que se halle, convendrá en que se pueda cometer semejan-
te error, el qual no obstante merece poca atencion en las deter-
minaciones de esta especie.

Falta pues evaluar la exactitud teórica de las reglas dadas para
la construccion gráfica de los perfiles, es decir (relativamente al
objeto de práctica que tengo á la vista), dar un medio de calcu-
lar cómoda y exactamente la diferencia entre los resultados numé-
ricos que dan estas reglas, y los que dan las fórmulas analíticas ri-
gurOSdS, en las quales no se desprecia ninguna cantidad que pue-
da influir, por poco que sea, en los valores que se buscan, aun-
que estas cantidades no merecen que se las considere en la prácti-
ca, y no sirven mas que para alargar los cálculos inútilmente.

Observo primeramente que guando el muro no tiene taludes,
Ó está levantado á plomo por ámbos lados, la construccion gráfi-
ca coincide perfectamente con la fórmula analítica; la correcdon
pues no puede aplicarse mas que á los muros que tienen taludes,
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Yve aquí un método muy sencillo para encontrada, sean los que
se quieran los taludes.

Habiendo c011Struido el perfil de un muro de revestimiento segun
los métodos expuestos anteriormente, se encontrará el espesor que hay
que añadir, tanto en la base, como en el vértice, para hacer las di-
mensiones de este perfil conformes á las que dan las fórmulas analíti-
cas rigurosas, h<-1ciendoel cálculo siguiente.

QJtádrese el talud total del paramento visto y el talud total del
paramento interior; dstese del primer quadrado el quarto del segun-
do,y dhídase hl diferencia por seis veces el excesodel espesor del muro
en la base sobre la mitad del talud total del paramento interior;
el quociente será el espesor que se busca y que debe añadirse.

Se debe de advertir que esta fórmula, en el caso en que los
resultados que diese mereciesen apreciarse, favoreceria la solidez,
porque da un término de correccion que peca un poco por ex-
ceso. Su principal utilidad no consiste en buscar este término,
porque se verá fácilmente que la correccion, como he dicho, es
despreciable (véase las investigaciones sobre el empuje de las tier-
ras &c., nota del arto 24), sino en hacer ver las ventajas de los
muros con taludes sobre los de los paramentos verticales, y ha-
cer ver de qué modo ,con igual estabilidad ó resistencia para ser
derribados, los primeros eXIgen menos mampostería que los segun.
dos. En otra parte daré mas detalles sobre esta propiedad.

Exemplo.
Se supone que el muro tiene una altura de. ...............
Su talud exterior es, por vara, de..............................
Su talud interior de. ",,,,,,,,,,,,""..................................
y se encuentra, por las construcciones gráficas an-

teriores, su espesor en la base de " 3,25°--
El talud total exterior == 8 x 0,08 =:0,64, cuyo qua-

drado.
' ' =: 0,4°96

El talud total interior=:8xo,06==0,48, cuyo qua-
drado dividido por 4 =:0,°576--Dif¡;;rencia ,.. . =:0,3520

Varas.
8,000
0,080
0,060

--
La mirad 0,24 del talud total interior, restado de la base 3,25,

da 3,01, cuyo sextuplo =: 18,06; así el espesor que se busca y que

1 d -. 0,352 8 Ise 1a e anad!f == - =: 0,0 19, esto es, 9, 192 lmcas. N o me-18,06
rece atenderse á esta conecdon, y la construccion gráfica tiene
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toda la exactltud necesaria; se llegará á un resultado semejante en
todos los casos aplicables á la práctica de las construccion:.:s.

Si la gravedad específica de las tierras es los..! de la de la mam-
3

postería, y que la línea del talud de las mismas tierras forme con
el hprizonre un ángulo de 15o, 51', 11", se encontrará por el ar-
tículo 18 de esta Instruccion, y conservando por otra parte los
datos numéricos dd exemplo anterior, el espesor 3,25 varas en
la base.

Este espesor de 3,25 varas resultaria tambien de la construc-
don explicada en el arto 23, conservando los mismos datos, á ex-
cepcion del talud, que será necesario que forme con el horizonte

/ 1 ~

' 6/1un angu o ==43 , 13, 4 .
Así un muro que se edificase segun las dimensiones deducidas

de la fórmula empírica, de que he hablado en el arto 19, tendria
aun estabilidad formando el talud de las tierras un ángulo semi-
recto, en el caso en que las tierras pasasen á ser fluidas, de modo

que no conservasen mas que los":', poco mas ó menos de este ta-
5

lud: este exemplo comprueba lo que dixe acerca del uso de esta
fórmula.

De la subdivision de las líneas de los taludes y de la graved..1d
específica.

27 He supuesto en todos los exemplos numéricos, daJos an-
teriormente, que las relaciones de las gravedades específicas de la
tierra y de la mampostería estaban expresadas exactamente en cen-
tésimas, y que las relaciones de las alturas á las bases de los talu-
des de las tierras lo estaban en milésimas justas. Si no sucediese es-
to, se podda en las diversa$ partes de la figura, en que seencuen-
tran las divisiones relativas á estas relaciones, emplear las de las
divisiones de los números correspondienres que mas se aproxIma-
sen á los de los datos particuLlres, segun los quales se debe de
construir; para hacerla de otro modo y con mas exactitud será
necesario imaginar que el intervalo entre dos di visiones quales-
quiera está subdi vidido en 10, 20 &c. partes; y que desde estas
subdivisiones al centro comun D estan tiradas líneas rectas: de
este modo se tendrán líneas de construccion tan exactas, y aun
mucho mas de lo que se necesita en este género de construcciones.

Las líneas de gravedades específicas, trazadas en la estampa,
dan las relaciones entre las gravedades específicas de la tierra y de
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, 60 90 ,

la mampostena desde ,- hasta -; y como por lo general el
100 100 80

valor efectivo de esta relacion es -, se puede .suponer que
100 .

SUSvariaciones en diferentes tierras y diferentes naturalezas de -los
.

'd 1
,
1
,. 60

materiales de construcclOn estan contem as en os ImItes----
100

Y ~; no obstante, si hubiese casos extraordinarios, en los qua-
100

les estas relaciones saliesen de dichos límites, se podrá igualmente
aplicar lafórmula gráfica; bastaria en este caso continuar las divi-
siones iguales de FB, sea en la prolongacion de FB por la parte
de B, sea en la parte EF, poner en los nuevos puntos de divi-
sion números relativos al rango que ocuparian con respecto á los
comprehendidos entre F y B, Y tirar desde cada uno de estos
pumos líneas rectas dirigidas al centro D, Yno pasando del qua¡-
to de círculo HGLMPC,

55

Construccion de la formula gráfica.

.28 Concluiré esta Instruccion dando las proporciones exác.
tas de las diversas partes de la fórmula gráfica; en favor de los
que queriendo, bien sea renovada, ó hacer mas exemplares, y
que no puedan hacerse con una grabada. Es necesario evitar en
semejantes casos tomar medidas con el compas sobre exemplares
maltratados y alterados con el uso que se hubiese hecho de ellos,
y que solo deben de servir de modelo para disponer todas las
partes de la figura, y comprehender perfectamente la descripcion
siguiente.

Es inútil entrar en ningun detalle sobre las escalas puestas á
uno y otro lado del paraldógramo rectángulo ABCD; se ve su
construccion con sola la inspeccion de la figura, y su llSO se ha
explicado anteriormente; cada una de estas escalas está dividida
en toda la extension de una línea recta igual á AD.

He dado al lado AD del paralelógramo ABCD cosa de me-
dia vara de largo; se ]e podrá dar mas ó menos; pero en todos
los casos, si se supone AD dividida en 100 partes, se tendrá

AD == BC == 100 partes.
AB == DC == 55
AF == DT == 45
AE == 30
FB == TC == KH == ''''''Oo'''' 10
CN == DC == AB == 55
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Por medio de esto se\podrá hacer la figura en la proporcion
que se quiera. Será necdario observar que las líneas rectas, tira-
das en la area del paralelógramo ABCD , todas se dirigen al pun-
to D, Y que los quadrantes de círculo, contenidos en la zona
KHCT, tienen este mismo punto D por centro COilll1n.Confor~
mándose por otra parte para los demas detalles con el exemplar
que se tenga á la vista, se podrá hacer una copia de este exel11-
pIar perfectamente exacta, y aun preferible al original, por poco
que se haya alterado con el uso ó con la humedad.

Si se quiere dar mas extension á la línea FB de las gravedades
específicas, esta adicion á la fórmula grájica no tendrá, como lo
he dicho ya arto 27, ningun inconveniente, pero me parece que
no seria mas que recargar la figura con líneas inútiles.

Se podrán poner nuevas escalas entre las trazadas á uno y otro
lado de la figura, en el caso en que estas 110sean bastant~ cómo-
das, atendidos los datos particulares.
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INVESTIGACIONES

~

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LAS BOVEDAS,

POR CARLOS BOSSU~

MIEMBRO DEL INSTITUTO NACIONAL DE CIENC.IAS
y ARTES &C. &C.

INTRODUCCION.

Todo el mundo sabe que las piedras ó davdas que componen
una bóveda forman llnas especies de pirámides truncadas, las qua-
les, apoyándose las unas en las otras por sus caras laterales é incli-
nadas, se conrrabalancean mutuamente, y quedan suspendidas en
el ayre sin ningun apoyo inferior, dirigiendo todo su esfuerzo há-
cia los macizos ó pies derechos que sostienen la bóveda, como si
esta no fuese sino un solo y mismo cuerpo contÍnuo. Las dovelas
experimentan la accion de diferentes fuerzas, que provienen ó de
sus propios pesos, ó de presiones exteriores, ó del rozamiento, ó
de la cohesion de las materias &c. Todas estas fuerzas y las resis-
tencias de los pies derechos componen un sistema que debe de
estar en equilibrio, y ademas este equilibrio debe de ser firme y
duradero.

Las fuerzas particulares que obran de una en otra sobre cada
dovela pueden ser muy diferentes. Por exemplo, en una bóveda
semicircular la dovela del medio ó la clave obra como una cuña
c.ontra la segunda dovela de la derecha ó de la izquierda, y pro-
c.urahacerla subir; la segunda dovela obra del mismo modo con-
tra la tercera, esta contra la quarta, y así sucesivamente. Pero, á
medida que nos apartamos de la clave, van disminuyendo los án-
gulos que forman las caras laterales de las dovelas con el horizDn-
te, de donde resulta que deben de ir aumentando las presiones
absolutas de las dovelas, á fin de que los estllerzos que resultan de
.estaspresiones, perpendicularmente á las caras contiguas de las
dovelas, sean iguales de uno en otro, y se equilibren mutua-
mente.

8
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En general, sean las que se fuesen la figura de una bóveda, y
la naturaleza de las fuerzas que obran sobre las dove1as, debe dé:
haber entre todas estas fuerzas una relacion tal, que todas las do-
velas, que realmente forman cuerpos separados; se mantengan en
equilibrio en toda la extension de la bóveda, sin 10 qual se desfi-
guraría y se arruinaria: despues, establecido ya este equilibrio par-
cial, se podrá considerar la bóveda como un cuerpo contínuo, y
no se tratará sino de determinar las dimensiones que deben de te-
ner los pies derechos para sostener el empuje,ó para aguamarle
sin romperse.

Parece que los antiguos arquitectos no se conduxéron por
principios ciertOs y geométricos en la investigacion de los me-
dios que empleaban para asegurarse de la solidez de sus edificios.
La experiencia, la imitacion y una mecánica natural les servian
de guias. Vitruvio, que florecia en tiempo de Augusto, y que ha
reunido en su arquitectura todos los conocimientOs que conside-
ra necesarios para los que exercen este arte, no habla de ningun
modo de los socorros que deben de sacar de la mecánica para co-
nocer y descomponer las fuerzas, y para dirigir sus esfuerzos há-
cia apoyos capaces de sostenerlos. No habla nada del arte de la
montea, Ó del corte de piedras y madera. VetOsímilmente los an-
tiguos arquitectos, ocupados enteramente de todo lo que perte-
nece á la decoracion externa y á la distribucion interna de sus edi-
ficios, abandonaban absolutamente á los aparejadores la parte del
arte, que tiene por objeto la solidez y el detalle de los medios de
construccion, en 10 qual tienen por desgracia demasiados imita-
dores entre los modernos.

N o se ha empezado á conocer sino hasta bien tarde la necesi-
dad de someter el problema del equilibrio de las bóvedas á las le-
yes de la mecánica. En 1695, la Rire, en su tr at ado de mecánica,

. estableció por medio de la teoría de la cuña en qué proporcion
debian de aumentar los pesos absolutos de las dovelas, desde ]a
clave hasta las impostas, en una bóveda semicircular. El historia.;.
dar de la Academia de Ciencias refiere, en el año de 1704, que
Parent determinó, segun los mismos principios, pero solamente
por puntos", qué figura debia de tener el extrados de una bóveda,
cuyo intrados es un semicírculo, y que ademas dió la medida del
empuje de semejante bóveda contra los pies derechos. No sé si se
ha imRreso esta soluciono

Habiendo resuelto en 1691 el problema de la catenaria los dos
ilustres hermanos Santiago y Juan Bernou1li, Huguens y Leibnitz,
no tardáron los geómetras en advertir que la figura de esta curva.
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vuelta de .abaxo arriba, es la que debe darse á una bóveda com.O"
pu~sta d~ dovelas infinitamente pequeñas é igualmentepesadasl
paq que esten en equilibrio tOdas sus panes. David Gregori fue
el pri;nero que advirtió esta i?en.ti?ad en lasTra~sacciol1es filo~4fi'ca$
del ano de 1:7°7; pero su raCIoCInIO, aunque exacto, no tema to.
da la claridad que podia desearse.

Se halla en una de las memorias póstumas de Santiago Ber,.
l10ulli dos solucion~s directas del problema, fundadas sobre dO$

. mai1erasdiferentes de mirar la accion de las dovelas. La primera
.~S clara, simple, exacta, y conduce fácilmente á la verdadera
equacion de la curva, que es la catenaria vl,lelra , la segunda nece-
sita de una pequena correccion, que el autor hubiera hecho sin
,duda por sí mismo si hubiera podido revisar su memoria, y que
Cramer, editor de sus obras, ha indicado: hecha esta correccion,
se vuelve á encontrar igualmente la equacion de la catenaria. . .

Considerando la Hire, en las memorias de la Academia de
Ciencias del ano de 1712, el problema del empuje de las bóve-
das, baxo un punto de vista indicado por algunas experiencias,
dió una soludon, que, por la sencillez del cálculo y de los resul-
tados, fue acogida y adoptada con ansia por la mayor parte de
los prácticos, sin detenerse en si era ó no aplicable á todos los
:casos que podian ocurrir. Supone que las bóvedas, cuyos pies de-
rechos no tienen un grueso suficiente para sostener el empuje, se
¡abren hácia los riñones á la altura de cerca de 45 grados encima
de las impostas : en conseqüencia mira la parte superior de la bó-
veda como una cuña que procura separar ó derribar los pies de-
rechos, y determina, por la teoría de la cuna y de la palanca, las
dimensiones que deben de tener para resistir á este solo esfuerzo.
Durante mucho tiempo se ha atenido únicamente á este método
para las bóvedas de canon seguido; se le ha aplicado tambien á
las medias-naranjas, aunque estOs dos casos en nada se parecen, r
antes, por el contrario, conducen á equaciones de diferentes gra-
dos, como se verá en lo sucesi va.

Couplet ha dado una memoria, dividida en dos partes, sobre
el empuje de las bóvedas de cañon seguido. La primera, impresa
en el volúmen de la Academia del ano de 1729, trata dd empu-
je de las bóvedas y del grueso de sus pies derechos, consideran-
do las dovelas como infinitamente tersas Ó capaces de resbalar las
unas sobre las otras sin experimentar ninguna resistencia de parte
del rozamiento. Pero no conformándose esta hipótesis exactamen-
te con la experiencia, la segunda parte de la memoria, impresa en
<;1:volúmen de la Academia del año de 173°, tiene por objeto las
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mismas qüestiones ,suponiendo que las dovéIas no son capaces de
resbalar ,pero sí de levantarse y separarse las unas ddas otras por
medio de movimientos pequeños de rotacion. Toda esta teoría
se aplica principalmente á las bóvedas circulares. Couplet deter-
mina la proporciot:r de los pesos de las dove1as, y la figura que se
necesita dar al extrados, relativamente al intrados; por otra parte
no ha añadido sino muy poco ,flas teorías de la Bire yde Parent;
y ninguno de ellos ha tratado el objetO con la generalidad y pre;.
cision necesarias, bien: sea eli la teoría ,bien ebla prácti'ca. '

El volúmen de la Academia del ,año de 1734 contiene una
memoria de Bouguer sobre las líneas curvas, propias para formar
medias-naranjas. Hace ver el autOr que para esto se pueden em;"
plear una infinidad de líneas curvas, y al mismo tiempo indica la
manera de escoger las mas ventajosas. Supone constantementeqÜe
las dovelas tienen sus superficies infinitamente tersas: establece con
arreglo á esia hi pótesis, las condiciones de equilibrí o en cada h~-
lada horizontal de una media-naranja. Se ve que este problema se
parece al de la catenaria vuelta en las bóvedas de cañon seguido.
Por otra parte Bouguer no ha dado ningun método para determi-
nar el empuje de las medias naranjas ; no ha examinado la ley de
las fuerzds que deben de obrar sobre las dovelas, quando la cur~
va generatriz está sujeta á condiciones dadas: materia fecunda en
problemas curiosos y Útiles. '

.

Tales eran las obras, á lo menos las que yo conocía, sobre el
equilibrio de las bóvedas, quandoen 177°, como 10 acreditan
las datas, traté la qüestion en toda su generalidad, no solo para
las bovedas <.lecañbn seguido, sino para las medias-naranjas. Ed-
miné todo lo perteneciente á la figura y al empuje de estas dos es'"
pedes de bóvedas, en dos memorias impresas entre las de la Aca-
demia de Ciencias de París de losañbs de 1774 y 1776. Empreli-
dí este trabajo con motivo de la media-naranja delaiglesia de
Santa Genoveva (hoy diapanteonfrances), empezada por elcé-
1ebre arquitecto Sauflot, y acabada segun sus planos. Mirando los
pilares 'y las columnas que sostienen esta media-naranja algunos
críticos, poco versados en la mecánica ,éomo insuficientes' para
aguantar el empuje, me empeñé- en buscar la verdadera fórmu]a
general, hasta entonces desconocida~ para determinar el empuje
de las medias-naranjas, así como la Hire habia determinado el de
las bóvedas de cañon seguido: la aplicacion que hice de mifór-
mula al objeto enqüestion prueba que los pilares tenian un grueso
suficiente para resistirá la destrucdon; así el edificio no ha expe-
rimentado por lo que hace-á esto ningul1 mov imiento.Pero ,por
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ttusovid~o'(flle se tenia entonces de ahuecar la cama de'Jas pie-:'
dras hácia el interior, sucedió que la depresion ocasionada por la
carga superior de la.media-naranja ha hecho baxarse á las piedras
hácia los paramentos, y casi ,tOdas las columnas han experimen&
tado los funestos efectos de esta depresion. El mismo Sauflot, que
se lo temió anticipadamente, emprendió hacer experiencias para
determinar la resistencia de que son capaces las piedras sin pulve-
rizarse baxo presiones dadas. Murió en 1780, con la desgraciada
certeza ocular que los pilares de su media-naranja empezaban á
abrirse hácia las oriJIas. Su máquina para pulverizar las piedras ha
sido perfeccionada despues extraodinariamente por el ciudadano
Rondelet, quien ha hecho un gran número de experiencias sobre
]a resistencia de las piedras de diferentes especies y de diferentes
dimensiones: ha publicado ya una parte de este trabajo en su me.
moriahistóricasobre el panteonfrances (r 797) : continúa con suce-
so , y se deben de esperar ventajas muy grandes para el conoci-
miento de esta parte importante de la arquitectura. Por ultimo
añadiré J que se han tomado precauciones eficaces para evitar la
ruina de la media-naranja del panteon frances.

El torno VII de las obras presentadas á la Academia de Cien-
cias contiene, baxo fa data del año de 1773, una excelente me-
moria del ciudadano Coulomb, hoy dia miembro del Instituto
nacional, sobre algunos problemas relativos á la arquitectUra.
Uno de estos problemas es el del equilibrio de las bavedas de ca-
ñon seguido, que el autor ha tratado por un método dirigido há-
cia la utilidad práctica.

En 1785 el ciudadano Mascheroni imprimió en Bérgamo una
obra intitulada nuevas investigaciones sobre el equilibrio de las bóve-
das, en la que hay proposiciones curiosas sobre el equilibrio de
las bóvedas J principalmente sobre el equilibrio de las medias-
naranjas, de bases circulares J elípticas y polígonas. Confiesa él
mismo que mis dos memorias le han sido muy útiles.

Un gran número de nuevas reflexiones tea ricas y experimen-
tales que he hecho, despues de mis primeros ensayos, sobre esta
x.nateria, me han determinado á volverla á emprender y tratar
con toda la extension necesaria para hacer mis investigaciones
útiles á los mecánicos geómetras. Por otra parte he seguido siem-
pre mis principios antiguos: hubiera podido ddr mis adiciones en
forma de suplemento de mis dos memorias; pero esto hubiera
exigido una multitud de citas y llamadas incompatibles con el
método y la claridad, 10 que solamente se consigue quandi) cada
cosa está en su lugar. He preferido refundir enteramente mis dos
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memorias, é incorporar las adiciones de taImado, que el todo
forma al presente una obra como nueva.

Consideraré separadamente el equilibrio de las bóvedas de ca-
ñon seguido y el de las medias.naranjas.



SECCI-ON PRIMERA.

DEL EQUILIBRIO DE LAS BÓVEDAS DE CANON SEGUIDO.

CAPITULO PRIMERO

Determinar el grueso de los pies derechos qUa1zdo la blYveda procura
rompersepor puntos conocidosde I()sriñones. .

1 El problema de que se trata aquí es de la Bire de 1712.
Aunque no tiene dificultad ninguna, no obstante me parece de-
bo de dar en este lugar una solucion muy sencilla , para ahorrar
á algunos lectores el trabajo de recurrir á las memorias de la Aca-
demia de Ciencias de Paris, ó á otras obras .en que tambien se
encuentra.

PROBLEMA.

.2 Considerando la parte superior cXZCZ'X1 (jig. 1) de una
boveda de cañon seguido, cuyas dos impostas esta n á una misma al-
tura, como una cuña que procura derribar ¡os dos pies derechos, ha-
.iéndolos girar sobre. ¡os puntosfixos de rotacion F y P', se piden los
gruesos DF: D1F' que se necesita dar á los pies derechos para que
-haya equilibrio.

Supongo que la bóveda está dividida en dos partes iguales
y semejantes por el exe vertical OCQ; que las juntas XZ, X'Z'
son perpendiculares á la curva del intrados ACA'; que las par-.
tes AZXa, A/Z/X1 a' de la bóveda estan íntimamente unidas con
los pies derechos AF, A'F' , Y no forman con ellos sino un mis-
mo cuerpo; y finalmente que toda la bóveda se compone de una
misma materia homogenea, ó reducida á este estado, á fin de que.
no entren en el cálculo sino volúmenes.

Hallándose el centro de gravedad de la parte superior cXZCX'Z'
de la bóveda sobre la vertical OCQ, es claro que considerando
los planos inclinados XZ, X'Z' como inmóviles, habrá equili-
brio quando se encuentre sobre OQ un punto, desde el qual se
puedan tirar dos perpendiculares á los dos planos inclinados. Su-
pongamos que el puntO Qsatisfaga á esta condicion , y que QG,
QG1 sean las dos perpendiculares de que acabo de hablar.

Representando QN la area ó el peso cXZCZ/X', descompón-
gaseesta fuerza en otras dos QJ, QS, dirigidas segunQG, QG'.
Imaginemos que la fuerza QJ (se debe entender lo mismo para la
Otraparte de la bóveda) se aplica al pumo G de su direccion, y
que está representada por Gh== QJ; descompon,gamos la fne¡-
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za Gh en o~ras dos Gq, Gf, la una horizontal, y la otra verti-
éal ( Il. La .fuerza horizontal Gq procura hacer' girár al maci-
zo XZADFY al rededor del punto fixo F, mientras que al Con-
trario se halla deteriido sobre su base por su propio peso y por la
fuerza vertical Gf. Desde el punto H, centro de gravedad de la
:areaAZXa ~ y desdeel punto R, centro de gravedaddel rectári-
gula ADFY, báxense las verticales HK, RL; en fin baxemos la
vertical GT, Y prolonguemos las rectas Gq', FY hasta que se en-
cueptren en M. ' '

,

, ,

[,

el ~eno totaL : : :

"

",,,,,,,, I,
el angula NQl o fGh m,
el ángulo IQ.5 n '== p,

I

GT : ==.c,

Sean \

l

~~::':::: ::~:::::::::..:..::::::~':::::::::::::::~::::::7:
D

,

i:

,

z ,.. ". == k , -

DF.. ' :=Z,
la area cXZCZ!X/ :=a\
la area AZXa :=b2,

'todas' estas cantidades' soi1 dadas por la figura de la bóveda, a

excepcion de z , que es la incógnita.'

Siendo evidente que la fuerza Gh tiene por expresion
a>xsen. 111"

'. / a>x(sen.m)1 ,sen.p
,

la expreslOn de la fuerza Gq sera ---, y la de la fuer-
a" sellom cosom ,

senoP a> x ( senom )' ,

za Gf será . Haremos para abreviar
-

'

sen. p seno p
, a> seno m coso In

:::=.A,y
,

'==B.
seno p ,

Se ve que las cantidades A y B tienen dos dimensiones; se
prescinde ddespesor horizontal de la bóveda, que siempre es el

'mismo en lasbóvedasde cañon seguido. '
. Las condiciones de equilibrio exígen que el momento de la
fuerza A, con respecto al punto F, sea igual á la suma de los mo-

. , ,
-(1) F risi. geómetra italiano, atacó este ,modo de descomponer las fuerzas, y

substituyó otro en su lugar. que se halla en el tomo IId<: sus 'obras, impresas en
'Milanet aíÍo de J 7 8 3. Habiendo muerto poco tiempo despues, se le :hizo un elo-
gio TLÍnebre en: Milan, en el que' se ~uidó especialmente d,e alabar su critica y sumé-
todo; pero habiéndose el celehre T rembley, miembro' de la Academia Real de

:Ciencias y Bellas Letras de Bedin. toimdo el trabajo de examin:l! este pretendido
'método ( Diario de Física. Setiembre 1788). ha hecho ver que no es 111asque un
t~xido de paralogi~mo>y de absurdos, Aviso aLpanegirista.
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mentas de las tres fuerzas B , P, hz, con respecto al mismo pun-
to ; luego se tendrá la equacion de segundo grado,

z
Ac==B (z+i)+b2 (z. ~k)+hzx-, , 2

de donde. se sacaz:= ""8""""""""""""""""""'.""""'" t"t',,"""-'

-(B7b' )+ Ve 'A'-'~;*');k
+(

B:b' )]
No empleo sino el signo + del radical, pues de 10 contrario el
valor de z seria negativo, lo que no puede ser.

Son demasiado fáciles las aplicaciones de esta fórmula á exem-
plos particulares para detenerme en eUos. Debe de dar la experien-
cia la posicion de las juntas XZ ;oX'Z': por lo comun se supone
que estas juntas forman con el horizonte ángulos de 45 grados.

CAPITULO Ir.

De las relaciones que debe de haber entre las fuerzas que obran sobrt
las dovelas,y la figura de la bóveda, para que esté en equilibrio

el sistema de las dovelas: determinacion subseqüente del gntcso
de los pies derechos.

3 Se dexa ver con bastante facilidad que el problema prece.,
dente no contiene mas que una determinacion hipotética y vaga
dd equilibrio de las bóvedas, y que si esta determinacion es sufi-
ciente en las aplicaciones prácticas, que no exígen una gran preci~
sion; ella no puede contentar á los mecánicos gcómetras. Se trata
pues de considerar la bóveda en su contextura Íntima, y empezar
estableciendo el equilibrio entre todas las dovelas antes de ocu-
parse de las dimensiones de los pies derechos, las quales deben de
estar subordinadas á este equilibrio. Pero, quando se acaba de
concluir una bóveda, y que tiene todavía puesta la cimbra, no
habiendo tenido las dovelas tiempo de formar cuerpo entre sí; se
las debe de mirar como independientes las unas de las otras, y co~
roo sujetas separadamente á la accion de su propia pesantez y á la
de los pesos que sufren. As! es necesario que se contraresten en es-
te estado, puesto que la cimbra no es mas que un simple medio
auxíliar para colocar sucesivamente las dovelas en su lugar, y que
por otra parte es una cosa absolutamente extraña á la bóveda. Pe-
ro establecido una vez este equilibrio, subsistirá, y se afirmará
en lo sucesivo necesariamente por causa de las uniones dd mor-
tero, y por causa de la resistencia del rozamiento: entonces el

9
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empuje de la bóveda contra los pies derechos se exercerá como si
no estuviese compuesta mas que de una sola pieza.

PR.OBLEMA l.

4 Determinar las condiciones de equilibrio entre todas las dovelas
Re una bóveda qua/quiera de cañon seguido.

Sean (jig. 2) ACA' el intrados, aca'el extrados de uria bóve-
da de cañon seguido. Supongamos que á cada una de las dovelas
se apliquen las fuerzas absolutas V, F, F' &c.,f,J' &e. Sean X, XI
dos doveIas consecutivas, sujetas respectivamente á la accíon de
las dos fuerzas F, F/. Las juntas mM, nN, pP &c. deben de ser
perpendiculares al intrados AcA/, no solo para la hermosura de la
bóveda, sino para la solidez de la construccion: así las supondré
tales en efectO.

n.

T amando en la direecion de la fuerza F la parte XE para re-
presentada, la descompongo en otras dos fuerzas Xu, Xt, perpen-
diculares á las dos juntas mM, nN de la dovela X. Sea XI el pun-
to en que la direcdon de la fuerza Xt encuentra la FE/, direccion
de la fuerza F. Tomo sobre F'X' la parte X'E' para representada
fuerza F, y la descompongo en otras dos fuerzas Xlq, X'I, per-
pendiculares á las dos juntas nN , pP de la dovela X'. Ahora bien,
las dos dovelas X, X' estarán en equilibrio, si las dos fl.1erzasXt,
XIq , directamente opuestas, por medio de las quales obran la una
contra la otra, son iguales. N o se trata pues mas que de formar la
equacíon , fuerza Xt -Juerza XIq, y de substituir por estas fuer-
zas sus valores.

IIl.
,

d . X fi
sen.XEt

El paralelogramo XtEu a fuerza t== IerzaXE x--'--
sen XEt .

senoXtE

== F x' ,del mismo modo el paralelógramo X'qE'1 da/en. Xt7 senoXIE' '1, senoXEt
fuerzaX q ==F x .As! se tendrá F x -- x E ..............

senoXI'i El
'

seno t

- I seno X/E' '1 '. F - senoXtE x senoX/E' '1- F X XI El '
o . -

FI
~ u., eA).

seno 'i senoXEt xsen. X' 'lE'

IV.

Sea 1 el punto de eOllcursodelas juntas mM, nN , prolonga-
das; T el de las juntasnN J pP, rambienprolongadas;H y L los
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puntos de concurso de las juntas extremas mM, pP, con el exe
vertical CO; Z y G los puntos de concurso de las fuerzas F, F'
con el mismo exe. Es claro que el ángulo XtE es igual al ángu-
lo NIM, puesto que los lados del uno SOI1perpendiculares á los
lados del otro. Por la misma razon el ángulo XIqE' es igual al án-
gulo PTN. Ademas, tirando por~el punto z, en que la recta Xtl
encuenrra la junta mM, la recta zZl paralela á direccion de la
fuerza F, se verá que el ángulo XEt, Ó el ángulo uXE, ó el ángu~
lo uzZl ==Ang. uzK.- Ang. KZZ/=9Oo - Ang KZZ/== 9°.
- (Ang. CZF - Ang. CHM): por medio de consideraciones se-
mejantes, el ángulo X/E' q = 9°° - (Ang. CLP - Ang. CGF/).
Luego, tomando siempre el seno total por la unidad, se tendrá,
por trigonometría, senoXEt= cosoCZF x cosoCHM + senoCZF
XsenoCHM; y senoX/E' q == cosoCGF' XcosoCLP + senoCGF'
XsenoCLP. Así la equacion (A) se mudará en esta: .......................
F senoNIM (cos.CGF'x cosoCLP -+-senoCGfI x senoCLP)

F/= senoPTN (cos. CZFx cosoCHM+ senoCZFx 5en. CHM)
(B).

Se ve que por esta equaciol1, conociendo la figura del intra-
dos, los arcos MN, NP &c. , á los quales corresponden las do-
velas, y las direcciones de t1's fuerzas F, pt &c. se conocerán las
relaciones de las mismas fuerzas y la figura del extrados. Por exem-
plo, si el intrados ACA' (fig. 3) es un semi-círculo, si cada do-
vela esté?únicamente sujeta á la accíon de su propia pesantez, y si
los arcos del extrados mn, n'l &c. S011concéntricos y semejantes
á los del intrados, se podrán determinar, por la simple geometría
elemental, los puntos m', nI,pl &c., que es el problema particular
de Parenr. Voy á tomar el problema en general.

V.

Supongamos que sea infinito el número de las dovelas , ó que
el inrrados forme una curva contÍnua. Entónces (fig. 4 ) los ar-
cos MN , NP &c. SOI1infinitamente pequeños; y los ángulos NIM,
PTN &c. son los que forman entre sí, de uno en otro, los radios
osculadores. Sean MN, NP, PQ tres elementos consecutivos de
la curva, que supongo iguales entre sí; tiremos al exe vertical CO
las ordenadas MR, NR/, PRI/, QRfff; y desde los puntos M, P
baxemos las perpendiculares 11,., Ph sobre NR1, QRfII, respecti-
Vamente.
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rCR ... """... ... ; :::: X

CP,-'...""" "..... ..." " " ""..." ... == X'
CRII ==X"
MR , y

IN R' .. , , ' = y'
Sean \ PRII , ..'... ==yll

[

Cada uno de los elementos iguales MN, NP, PQ==ds
el radi o osculador MI == R
el radio osculador NI == R'
el ángulo CZF de la fuerza F con el exe == u
el ángulo CGF' de la fuerza F' C011el exe == u'.

Comparando la figura 4 C011la 2, se verá que senoNIM
~ ~. .

~-; sen.PTN==-. Ademas~ slendo el ángulo CHM igual
R R'

. rN dyal ángulo MN r, se tiene cosoCHM == - == -; senoCHMMN ds
Mr d.'!:. dy"

== - == -: del mIsmo modo cosoCLP == ---"', senoCLPMN ~ ~
dxl'

- --¡;-. Por consiguiente la equacion general (B) se transfor-
ma en F R' dy" cosou' -!- d:tl! seno1¡!-==-xFI R ay cosou-!- J:¡;senou

Pero F' = F + dF; Y siendo F la fuerza absoluta que obra sobre
el elemento MN , ó la resultante de todas las fuerzas que obran
sobre cada uno de los pumos de este elemento, y que podemos
J,11irarcomo igu'ales y paralelas: si se llama cp llna qualquiera de
estas diversas fuerzas, se tendrá F ~ cpds , y dF -:- dcpds, siendo
constante ds. Por otra parte, se tiene R'==R+dR;y"- yl +dy'
== y + 2dy -+- d2y; d/' == dy -t- 2d2y + d2y; dx"- dx -+- 2d2x
+ d3X; coso ul=cos. u+d (cos.u,) j sen.u'=sen. u+d (sen. u).
Substituyendo tOdos estOs valores en la equacion precedente, re-
duciendo y despreciando los infinitamente pequeños de tercer ór-
den, se encontrará

- {2R~C
,

os.ud%y-!-R~dy. d (cos.u)-!- 2Rtpsen. ud'.1:"+-Rtpd.'!:. d(sen.u)
o - -!-tpcoso u. dRdy -!- tpseno11.dRd.1:-!- R coso 11d~dy -!- senou . d~dx,

cuya equacion se puede escribir baxo esta otra forma mas có-
modd.

'

- (G) '- {~ cosou( 2Rd~y-!-JRdy)-!-tp sen.1t (2Ripd':f+JRJif)- - 0- +Rdy.d(tpC05.U)-+-Rdx.d(tpsen.u). .



SODRE EL EQUILIBRIO DE LAS BOVEDAS. 69

COROLARIO GENERAL.

.6 Estaeqllacion general da las soluciones de las dos qüestio.
J1essiguientes, de las quales la una es la inversa de la otra.,

I? Conociendola ley que siguen las fuerzas que actúan sobre las
d01)eJas,hallar la.figura de la bóveda. .

2? Conociendola figura de la bóveda, hallar la leyque siguen
lasfuerzas que actúan sobrelas áovelas.

.

Voy á resolver muchos casos de estas dos qtiestiones, limitán.
dome á hipótesis que puedan realmente verificarse en la natura.
leza. '

Exemplos de la primera qüestion.

EXEMPLO l.

7 Cada punto de la curva ACA' se halla comprimido 'Vertical.
mente por una fuerz,a <p, constante p01' todas partes.

En esta hipótesis se tiene <:p==constante, y d~=o, coso= l.
Por consiguiente la equacion general (C) se reducirá simplemen-
uá . .

2Rd~y+dRdy=o .
Multiplicando por dy, é i~tegrando, será Rdf~ = AdsZ, siendo A

una constante que determinarémos despues. Pongamos en lugar
,

. dsd.r:
,de R su valor - -;-enelsupuestodedsconstante,que es el del. d Y d.'t:dy' d 'y

problema; tendremos -
2 - Ads, ó dx == - Ads . --;-,dy &,

. Ads
"

Av(d.r:'-I-lry')
cuya llltegral es x+C== .-, o x + C = ; lo

Adr: dy d)',
que da dy= '" J '

equacion de la catenaria comun.
v[(.r:+C) -A

,Bienpronto determinarémos la segunda constante C.

COROLARIO.

8 Suponiendo el exe vertical ca tirado por el pll.nto ;mas
elevado de la curva, la divide en dos partes iguales y semejantes;
y esto, aun quando no tengan la misma altUra las impostas, siem-
pre que en este último caso nos imaginelllos prolongados lQs bra-

d
dxzos e la curva. Se debe Pues tener - == o, q uando ."C== O.,

'dy
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Tambien C2 -A!==o, Ó C:=A; y la equacion de la curva se
Ad:r: .

transforma en dy== v "
de donde sale, ll1tegrando de(zA.1:+.1:)

(
A+.1.'-f-v(2a.1:-f-.1:') )modo que x==o day:=o ,y:=A. L

A
. .

Si se supone ahora que la abscisa CO:=a corresponde á la or.

denada oA = b, se tendrá la equacion b......................................

[ A-f-a+v(zaA+a') ]:=A .L .

A
,entre las tres cantidades cons-

tantes A , a, b; por donde se ve que conociendo Ó tomando á

voluntad dos de ellas, seconocerá la tercera.

Advertmda.

9 Muchos prácticos, engañados por la propiedad que tiene
la catenaria de estar en equilibrio en toda su extension, quando
son iguales é igualmente pesadas todas las dove1as, emplean por
lo comun esta curva, sin atender que se rompe este equilibrio
quando se carga la bóveda con pesos extraños y desiguales. Por
otra parte estas bóvedas tienen un empuje considerable, á menos
que no sean extremamente peraltadas.

EXEMPLO n.

10 Se suponen verticales todas lasfuerzas ~, pero variables en
cantidad y proporcionales, en cada punto de la curva, á tina funcion
dada de la abscisa correspondiente.

Este caso se verifica, por exemplo, en los arcos de los puen-
tes, quando estan cargados de tierra y mampostería, á alturas des-
iguales encima de las diferentes dovelas. Entonces las presiones 4>
varían sobre los pumas del intra..dosACA' de un punto al otro,
segun cierta ley, que supongo tal, que cada fuerza cP dependa de:
la abscisa correspondiente x, y de cantidades constantes cono-
cidas. .

En esta hipótesis se tiene senou == o, cosou == J ; Yla equa..

cion (C) se transforma en
2R(()d2y + cpdydR+ Rdydq¡=o; ,

ó multiplicándola por dy, 2R:pdyd2y +q¡qy2 d R + R4J2dq¡== o,

'cuya integral es RCPdJ2== A'1.ds2i Ó poniendo por R su va.
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asaz

'

. dy.

~.lor - -;-, ~dx= - A 2 ds .-
d . , cuya mtegral es ~dx+ C..ay ~

= ~. Eliminandods) y separando las indeterminadas, se ba-
. ay ,

Ua para la equacion de la curva
A'ax

dy= . .
v[Cf~dx-t-C' )'_A4J

Se integrará exa~tamente, ó por aprox'imacion ftdx, po-

niendo por ~ su valor dado enx y constantes; y las constantes in-
troducidas por la integracion se determinarán por las condicio-
nes de que la curva pasa por los tres puntoS dados A, e ~ A'.

EXEMPLO III.

11 Se suponen lasfuerzas ~ perpendicularesal intradosACA',
.Yproporcionales á unafuncion de la abscisa y de constantes.

Sucede esto quando se destina la bóveda á aguantar agua ó
tierras líquidas hasta cierto punto: entonces cada punto de la cur-
va ACA' se halla oprimido perpendicularmente por una fuerza
que depende de la profundidad á que se halla.

h
. ,.. ax ay

En esta lpoteslS se tIene senou =~,cos.u=-; y por
ds ds

consiguiente la equacion general (C) se transforma en

0= 3R~(dyd?y+dxd'x) + (dx2+ dy') (~dR+ Rd~ );
Óbien (por causa de ds constante ~ que da dxd2x + dyd2:r= o)

~dR+Rd<p ==0,
. R A A lA' Ad'y

cuya mtegral es ~ == 2. SI r;pdx== - dx == - - , po-R ds. ~b

fl
A~

niendo por R su valor - ---;-. Luego -:fdx= B~--,
ay ~

de donde sale (poniendo por ds su valor, y separando las inde-

terminadas)
(B' - f~J:¡;) J,1,'

dy- .- V[A4_(B'-f~dx)'] .

equacion diferencial de la curva.

Si la bóveda ACA' (/ig. 5) aguanta un verdadero fluido re-
presentado por ACA'HZKC, y que ve sea la altura conocida
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de este fluido sobre la clave: entOnces la presion perpendicular. .,

sobre cada punto de la curva:=e+x, haciendo Vc:=e; y la in-

te gral deJ~dX:= ':'+ ex. Por consiguiente la equaciol1 de ü,'

, .

curva sera ( zB"- .~3 - zex) d."C
d)':=

ve A' "" ']
.

4 -( zB -.."C- ze."C)"

El segundomiembro puede integrarsepor medio de la recti-
ficacion de las secciones c6nicas.

EXEMPLO IV.

12 Se supone que cada punto de la curva ACA' (fig. 6 ) se ha-
lla oprimido por dos fuerzas, la una vertical, la otra perpendicu-
lar á la curva; )' estas fuerzas son funciones qualesquiera de la
abscisa x.

Se puede suponer que las fuerzas de la primera especie pro:'
vienen del peso mismo de las dovelas ó de las tierras I y las de la
segunda de las presiones de un fluido que cubriese á lo menos uná
parte de la bóveda.

Sea en el punto M, por exemplo, MI la fuerza vertical, Mh
la fuerza perpendicular á la curva, y conclúyase el paralelógra-
mo Mlgh. La diagonal Mg expresará la fuerza que hemos llama-
do cp,y el ángulo gMI será el que hemos llamado u. TiremosiJ
perpendicular á Iyfl prolongada, y representemos la fuerza verti-
cal MI por p, la fuerza perpendicular á la curva por q (siendo p
y q funciones qualesquiera de x). Se tendrá gf:= Ig x senogl!

d."C
. 'Id')!

=Mh x senoMNr = q-; lJ= Mhx COSoMNr= -; Mf:=p
d ~ M

+22:... Por otra parte.gf:=Mgx sen.g:Mf:=cpsen.u, MI _Mg
d. . I d:r. qdy

x cos.gMf=q:¡ cosou. ASI, cpsenou=q-; cpcos.u =p+--,;
d.r . d.

, qd"."C d."Cdq qd"y d"d'ld(cp senou)=--.: +~; d(q:¡cos. u)= dp+~-+--.
di di di ¡/i

SubstitUyamos estos valores de <pseno u, <Pcoso u, d (cp seno u )

d (q:¡coso u ), en la equacion general (C), y encontrarémos
3Rq

fzRpd) + pdRd)'+ Rdydp+ d;- (dJd2)'+ dxd2x)
o= \

(
qdR + Rd'l ),L+ ,dI'

(dxz+dJ2);
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ó (por causa de dxd2X+dyd~=o, que da el supuesto deds cons-

tante, y ds?=dy" +dx2 ).
0== zRpd2y +pdRd)' + RJ)'dp +qdRds+Rdqds.

El primer término zRpd2)' es lo mismo que Rpd2)'+Rpd2y,

Ó que - pdsdx + Rpd), poniendo en el primero por R su va-

l
dJd:r: I . fior - ASl nuestra equaClOl1se trans arma en
dy .

.0=- pdsdx+Rpd'1.)'+pdRdy+Rd)'dp+ qdRds + Rdqds,
cuya integral esA'1.ds==- ds(pdx + pRdy + qRds; ó poniendo

dldz
'] J

por R suvalor--;-
dy

-fi
rd:r;dy iJd:t;JJ,

A?== - Pdx ---;: ;--; o
iÍ:Y dy

-A"d'1.)'-:=.dYjP,¿x +pdxdy+qdxds,

cuya integral es B2ds - A '1.dy == dpJX + dsfidX; lo qua! da,

eliminando ds 1y separ<1ndo las indeterminadas,

J (B%-J:¡d:r:)d:r
ay == -

v[(Jpd.'I.'-;-A%y -(B% -fqd.t,) ]

Si la fuerza vertical p es constante, y la perpendicular es igual
á X+c. se tendrá

d
( 2B~- x%- u:r y d.'I:

~-- V[4(p:r:+A%)%-(2B%-'~'%-2C.1.')%J'

Exemplo-s de la segunda qüestion del artÍculo 6'.

EXEMPLO l.

13 En el supuesto de que todas las fuerzas ~ (fig. 4) sean verti-
eales, se pide la npresion general de cp J sea la que sefuese la cur-
'Va',pero cu.ra natural~za se conoce.

Primeramente la equacion (C) del artículo 5 se tral1sforma
( por caW,J de seno ti == o, coso u == 1 ) en

cp(zRd'y+dRd)' )+ Rd)'d.p =o,
ó multiplicándola por d)'

.'

zR¡pdyd 2y
+ 't,áRdy1+ R&' d~ = O,

10



7+ JNVESTIGACIONES

AJdl
. cuya integrales cpRdy'J= AZds".Luego4>=

Rdy'
; cuya fór.

mula, en cada caso particular, dará el valor de '1'
en cantidades

finitas, poniendo por R, ds~dylsus valores dados por la natura-

leza de la curva.
COR.OLAR.IO.

14 Supongamos, por exemplo, que el intradosACA/sea una

semi-elipse, rebaxada ó peraltada, cuyo semi.exeCO ~a; elsemi-
> dJ' ab'

exe oA=b; se encontrara Rd ' = , ')v'(bi b>' ..'ry (b-y -y-t-a~)
Así. A"ab'

'1'= (b'-y')v'(bi-bY-t-a'y') .

Para determinar la constante A 1 supongamos que en el vérti-

ce e , ó y ==o, esté representada la fuerza cppor mg, siendo g la

1
,

d > A'a
gravedad, m una 1/1eaconstante dada: se ten fa mg ==--;-, y

m'~ b..
A 2 '" dpor consIguIente == -; e suerte que..................................

mubi a

'1'== (P-Y')v'(~:-b'y'+aY) .

Se ve por esta expresion que las fuerzas cpaumentan desde el
vértice e hasta los arranques A, Al, en que se hacen infinitas.
Así las bóvedas elípticas, sobre todo las rebaxadas, deben de es.
tar m!.1Ycargadas hácia los arranques y los riñones para que sean
sólidas.

Si se quiere conocer la relacion de las fuerzas 4> en el vérti-
ceC de la elipse, y en el punto M, suponiendo que el ángulo COM
sea de 45 grados; se atenderá que en este caso OR ~. RM, 10 que

.
tJ'b' ~ . -m(a'-+-b')'Tg

daf == .
b"

Luego en el punto M se tIene q;= ~-,
a-+-- bv'(¡¡i-+-bi)

siendo así que en el punto C se}iene q;==mg. Asila presion en

el vértice C es á la presion en el punto M de 45 grados, como
. .

bv(a4 +. b4), ~ á (a'2+ b2 )"', cuya razon viene á ser la de 1 á 2,
quandQ a ==b , Ó lo que es lQ mismo, quando la curva ACA' es
un semi-círculo. -

Los grandes aumentos de 'presión se hacen desde los puntos
de 45 grados hasta los arranques de la bóYed~.Luego general-
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mente es esencial fortificar bien las bóvedas circulares y elípticas

desdelos riaones hasta los arranques; En efecto, por aquí es por

dondepei:ecen por lo cornun estas suertes de bóvedas.

EXEMPLO II.

15 Suponiendo las direcciones de las fuerzas ~ perpendicula.

res á la curva ACA' Cfig.4 ) , se pide la expresion general de qJ,

¡ea la que fuese esta curva) cuya naturaleza es dada.
. , . d:r

Tenemos aquí, como en el artIculo 11 , senou = - , cosou
d Mry

d
. d

.,
1= -; y proce len o como en este mIsmo artIcu o, se encuen-ds A' J

d r' dtra <pR=A2, ~ =-. ASI se ten ra <ppomen o por R su va-R
lar dado por la naturaleza de la curva.

COROLARIO.

16 Sea ACA' una semi-elipse, cuyo semi.exe CO=a, el,
( b"-+-a'y' - b'y')'Isemi-exe00 =b) se hallaráR= .

4
; Y por con-.

. ~b

siguiente
A' ab+

<P=. ,
(b4-+-aY-by?

Suponiendo .la presion en el v~rtice C representada por mg , se
A-a mob

tendrá mg == --;:- ; ó A
2 =-5:.-.

b a
Se sigue de esto que la presion en el vértice, ÓJ:=:O , es á la

presion en los arranques A, A', óy ==b, como a3 es b,; y que la

presion en el vértke e es á la presion en el punto de 45 grados,
ÓJ ~=~~ como (a4+b4)~ es á b3(a2+ b'1)t. Así deben

a' -+-b'
, .

de aumentar ó disminuir las presiones de las dovelasdesde la cla-

ve hasta las impostas, segun sea la bóveda reb,1XadaÓperaltada.

N o tengo necesidad de añadir que las presiones siempre serán las

mismas, quando la bóveda es semicircular, ó quando .1== b.
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PROBLEMA II.

J 7 Suponiendo en equilibrio el sistema de todas las dove/m que
&omponm una bóveda; se pide el grueso que deben de tener los pies d~
rechos para SOJtener el empuje.

Puesto que todas las partes de la bóveda estan en equilibrio,
y que por consiguiente se la puede mirar como un todo contÍ-
nuo, se ve que la qi.1estion se reduce á poner en equacion, entre
dos planos inclinados representados por las dos juntas inferiores
extremas de la bóveda, esta misma bóveda. cuya figura es dada,
y cuyo peso tambien es dado, ó capaz de determinarse por la na-
turaleza del intrados y de las fuerzas que'4 oprimen.

EXEMPLO l.

J8 La curva ACA' ( fig.7) es una catenaria vuelta; todas Ms
"ovelas, miradas como infinitamente pequeñas J son iguales é igual-
mente pesadas (art. 7): los puntos A. A' estan á una misma altu-
ra: se tr,1ta de determinar elgrueso DF que se necesita dar al pie
tlereiho AF, considerado como un 1"fet ángulo sólido J que procura venir-
se ab.1XO girando al rededor del punto fixo F.

Habiendo hecho la abscisa CR==x , la ordenada MR -y, el

arco elemental Mm = ds, la montea ea =a, la semi-baseoA = b:. A~
se tiene por equacion dIferencial de la curva dy= V .%;(2A.~ +.1: )

Y de aquí se tiene,(8), entre las tres c~ntidades A, a, b, la equa.

( A+a+v( 2A-+-a- ) /

d b
.

don b== A. L .
A

.ASl se e e mIrar A co-

mo dada.
Hallándose oprimido verticalmente cada punto d::l elemento

ds por la gravedad g, la fuerza aplicada á todos los puntos d~
Ad.~' '

ds es gds. Pero, por causa de dy== v %, se halla ds........
Ad.r:-+-.1'd.r: . . (2Ax -+-x)

.' /= , y por consIgmentes= V ( 2Ax + x2). As],
v( 2A.~ +.~.%)

haciendo x.::::a, se tendrá v' (2Aa + a2 ) para ]a longitud del
arco eA, y 2V(2Aa +a2) para la del intrados entero ACA'. Se~
el grlJcso c~de la dovela del vértice == e, el peso total de la bó-
v~da será 2gcx V(2Aa+a'). Para abreviar, representaré la area
.2cVC2Aa+d~) por la simple letra M.
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ü aedon del peso gM se exeree segun la vertical QCO. Tí-

rense por los puntos extremos A, Al de la curva las dos tangen-
tes AQ, A/Q, que se encuentran en Q sobre la vertical OC pro-
longada indefinidamente; y habiendo tornado QN para represen-
tar el peso gM, descompongo esta fuerza en otras dos QJ, QS.
. sen.AQO gM
Se tendrá, fuerza QJ gM x AQO == Q ,....

gM(A+a) .
sen.l lcos.A O ;

== . , observando que en general el valor del cose-n/(2Aa-+-a ) d:r
no del ángulo que forma el elemento ds con la .vertical, es g ~
,. v(lA:t.+x') . dJ

o ., y hacIendo despues x == a. Supongo que la fuer-
A+x .

za 01 se aplique en el punto A de su direcdon; y despues la des-

compongo en otras dos, la una horizontal, y la otra verticaL El

valor de la primera de estas dos fuerzas es en general fuerza QI
dy ,. A

X -, o fuerza QJ X j Y el valor de ]a otra es fuerza QI
dJ A -+- x
d.~ V(2A.1i+.1i')

X- , ó fuerza QJ X A .Luego, haciendo x== a, 'W'M +x J
poniendo por fuerza QJ su valor, la expresion de la fuerza hori-

gM.A
zomal, en el punto A, será v A

., , y la de la fuerza ver-
M 1 (1 ,¡+a)

tical será L. Pero la fuerza horizontal procura derribar el pie
2

derecho, hadéndole girar al rededor del punto F, Yla fuerza ver-

tical concurre, con el peso del pie derécho, á mantened!;:sobre

su base. Así, llamando h la altura dada Ad del pie derecho, z su

base DF desconocida, y por consiguiente ghz su peso, se tendrá

la equacion de equilibrio:
.gM.A.h gM.% ghz2

== . +-;lV(lAa+ aS) Z 1

de donde sale ( haciendo para abreviar v AA , == n )"(1 a+ a )

M v(M'+4nMh1)
z==--;¡;-+ lh .

No empleo sino el signo superior del radical para que sea po-
sitivo el valor dez.

Son muy fáciles las aplicaciones numéricas para detenemos en
ellas.
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EXEMPLO rr.

19 Sea el intrados ACA' una parábola (fig. 8) cuyoexe ea St4
vertical; y que todas las fuerzas 'P obren 7Jerticalmmtf.

Todas las fuerzas ~son paralelas, pero no son iguales en can-
tidad como en el e~emplo anterior, y así es necesario empezar
por, hallar su suma ó su resultante.

Supongamos ca = a, oA=b, el parámetro de la parábo-
b'

la = - = k; una abscisa qualquiera CR = x, la ordenada R.Ma
=y; el elemento Mm de la curva = ds.

Aquí se tiene senou= o, cosou = 1; Y se encuentra primera..
A%d!%

mente en general(art. I3) 'P= --;-. Poniendo por la fiae-Rdy
d;'- 2

don -
R ~ su valor v k'

%, dado en este caso en fundon
d)' ( -+- 4Y )

de k y de y, por la natUraleza de la parábola, se tendrá.............
. zA%

'
'.

"

~ = V(k'-+-4Y')
.

Supongamos que en el vértice e el valor de la fuerza 'P sea
Ig, siendo g la gravedad, e una línea constante, que expresa ~l

'. 21\'grueso de la bóveda en el vértice, se tendrá cg==.-¡-, y por
kCrT

consiguiente 2A 2 ==.kcg. Así en general 'P ==. v k"
% .

k,z ( -+- 4Y )

Pero siendo !, , la presion vertical que sufre cada
11'(" -+- 4.Y ) kegds

punto de ds, la presio:1 tota} de ds será ~-;z- ) . Poniendo
dy"¡W +4.y') . (k. -+-4' . ,por ds su valor , esta preslOn se transformara en

k
egdy, y la presion sobre el arco finito CM ==.egy, la presion so-

bre eA = egb; y en fin, la presioll sobre todo el intrados ACA'

= 2cgb.
Por los puntos extremos A, A' tiremos á la parábola las tan-

gentes AQ, A'Qque van á enco-ntrarseen el punto Q, sobre h

prQlongacion del exe ea. Haciendó como en el exen;plo ante-

rior, tomo QN para representar la fuerza 2cgb, y la descompon-
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go en otras dos QJ, QS~ El valor de la fuerza QJ será.................

, seno AQQ.. AQ, ,

!J.bcg- Q' O
,obcgx QO .

"

seno zA
Aplico esta fuerza en el punto A, y la descompongo e.notras

dos, la una horizontal, que procura derribar el pie derecho, la

ot~a y~rtical, que concurre con el peso del pie derecho á afirmar-,

d 1
. AQ ,OA ,

le sobre su base. El valor e a pnmera es bcgx o-Q x - , o
OA Pcg AQ

begx -, ó en fin --; el de la segunda es bcg.Así, hacien.
OQ za gb'ch

doAD=h, DF=z, la equacion del equilibrio será - gbc,;
ghz' 2a

..;- -, de donde sale
1. b'ch' )bc v'(b'c' -1---:;-

;c;:=-T+ h

CAPITULO III.

De la figura que se necesita dar á las caras laterales y exteriores
de los pies derechos-, suponiendo se pued,,:m romper por hiladas

horizont ale s.

20 Hasta aquí he mirado los pies derechos de una bóveda
como macizos rectangulares continuos, que no pueden venirse
abaxo sin romperse. Pero puede suceder que un pie derecho no
resista igualmente en toda su altura, y que una parte procure se-
pararse de la otra, segun una seccion horizontal, al modo con
que un pedazo de madera se rompe quando se le carga con pe-
sqs; no obstante se diferencia en que el pedazo de madera, com-
puesto de fibras extensibles, se dobla ,antes de romperse, en lugar
que un macizo de mampostería se rompe de repente y sin doblar-
se. Voy pues á suponer que formando siempre la cara interior de
un pie derecho una recta vertical, la cara exterior debe de tener
una cierta curvatura, tal que pueda dividirse el pie derecho por
secciones horizontales, y que no obstante quede en equilibrio
por medio de la fuerza de adherencia de las partes ,combinada
con los esfuerzos de la gravedad. M. JEpino ha tratado llna qües-
tion semejante en las memorias de la Academia de Berlín del año
17) s: mira la parte superior de una bóveda como una cuña que
procura separar todo lo restante delroacizo inferior, consideran-
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do como un solo cuerpo que procura dividirse por seccione\
horizontales. Pero en este esfi:Ierzo que exerce perpendicularmen-
te sobre los dos planos inclinados formados por los coxinetes, no
se atiende mas que á la fuerza horizontal, y se desprecia la fu~rza
vertical ~ que tambien resulta, cuya omision facilita el problema;
pero no es permitida. No se debe pues extrañar que M. lEpioo
y yo lleguemos á resultados muy diferemes.

PROBLEMA.

21 Considerando la bóveda ACA', a'ca (fig'9) como tm cucrpo
sólido colo,,'ado entre dos planos inclinddos Aa, Alal, que representan
los coxinttes: se pide la curva AMF, que debe de formar la cara extt.
rior del pie derecho AF en el estado de equilibrio, siendo la cara inte-
rior Ad una recta vertical, y suponiendo al pie derechofuertement~
detenidosobresu base~y nopudiendo rompersesinopor seccionC's hori-
zontales.

Sean AP y PM las coordenadas perpendiculares de la curva
AMF de un puntO qualquiera M. Habiendo tirado por los pun-
tos A, Al, p;:rpendiculdrm~me á los coxinetes,óá las juntas extre.
mas Aa, A'al, las rectas AQ, A'Q, que van á encontrarse en Q
sobre la prolongacion del exe vertical, tomo QN para represen-
tar el peso de la bóveda; le descompongo en otras dos fuerzas
QJ, QS, supongo que se aplique en A la fuerza QI, Yla represen-
to por Ah== QI ; descompongo la fuerza Ah en otras dos, la una
horiwntal Aq, la otra vertical Af.

E,to supuesto, se ve que la fuerza horizoptal Aq procura der-
ribar el mlcizo APM, haciéndole girar al rededor del punto M,
quando por el contrario la fuerza vertical Af, el peso del maci-
zo APM, Y la fuerza de adherencia de las dos partes APM,
PDFM, procuran hacerle girar en sentido contrario~ y por con-
siguiente mantener la parte APM sobre la base PM. N o se trata
ya sino dI;;establecer el equilibrio de estas quarro fm:rzas.

(la gravedad..., .'00' '
' == g

I

el seno total , ' == I
el ángu lo AQO , == m

S ~

el ángulo AQA ,,'U".,.",,,,,,.,'.''.
.

n
ean

l

A P., """"'."

.

".""'''''''''''''.

..

.. x
PM u ..: ' -"
la fuerzaQN =gQ
( si~ndoQ una superficiedada).
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En primer lugar se tendrá evidentemente fuerza Ah=gQ
seno m

,.
(sen. 111)' .

X ; fuerzaAq= gQx --; fuerzaAf = gQ.......
seno n seno n
seno m coso In . (',

X-- j el peso del maCiZOAPM = g
'J

f ydx. Haremos, pa-
sen.n.

b
. Q senom' Q sen.m . cOS.1I1

caa reVlar, -V, =T.
senon seno n

ConsidÚando los momentos de las dos fuerzas Aq, Af, Y el

del peso APML, con respecto al punto M, se tendrá: momento

de fuerza Aq =gV x, momento de la fuerza Af =gTy, momen-

if
jj'd:r: ) l 'to del peso APM =g ydx ey- -- ==gy ydx ................
'1.j)d;

{ y1d:t:-g-.
2

Se;: debe de considerar la fuerza de adherencia de las dos par-
tes APM, PdFM del pie derecho como la suma ó la resultante de
una infinidad de pesos iguales, representados cada uno por una
línea dada k, los quales e<starianunidos á todos los puntos de la
línea PM. Así el valor de esta fuerza re~ultante es gly , Ysu direc-
don pasa por el medio de PM; de donde se sigue que su momen-

g"y"
tocan respecto al punto M es -- .

2

De todas estas expresiones resulta que la equacion de equili.
hrío, entre los momentos de las fuerzas que deben de equilibrar-
se, es ( dividiéndola por g)

.

l ' fy' d:r: ky'
Vx=Tr+y ydx--+ eX):

2 :t

diferenciando los dos miembros de esta equacion, tendrémos

VdX=Tdy+d1ydx+ Y':.r: +kydJ.

V olvámosla á diferenciar: haciendo dy constante, saldrá
')!'d'.r:

Vd2X= zydxdy+ +kdy2.
2

Hago ahora dx == zdy, y por consiguiente d2x = dzdy: 10

qual muda la equacion precedente en esta otra

(zV - y2)dz - 4YZ.&- zkdy==o.
Multipliquémosla por 2V - y'2: tendrémos

(iV -y'2)2b.-.v'zd)'(2V - }2) -2kdy(zV _y2)=0,
11
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zkyJ
cuyaintegrales(2V -y> l. z- 4kVy + -=A.

d.'r 3Pongamos por z su valor -'-, tendrémos
dy

2kyldy
(2V -fYdx-4kVJ,dy+ =Ady,

3
2ky! )(A+4kVy-- dy
3 . d(2V-y" t : equaclon separa a, cuyo se-

gundo miembro es integrable, en parte aJgebráicamente, en par-
te por logarirmos. Efectuando esta integracion, se tendrá una
equacion finita entre x éy, y cantidades dadas, en cuya equacion
entrará una segunda constante B.

Para determinar las dos constantes A y B se observará: I<?que
haciendo x== o, el primer miembro de ]a equacion general (V)
5ehace nulo, y que los tres últimos términos del segundo miem-
bro, relativos al macizo APM, que tambien se reduce á cero, se
desvanecen igualmente, de donde resulta TJ' ==o, y por consi-
guientey== o. Así x== o day:=o: lo que produce, entre A y B
Y los datos del problema, una primera equacion.

zf} Siendo dada
la posicion del coxinete Aa; si se supone, por exemplo, perpen-

. / , dy sen.ln
dlcular a la curva AMF, se tendrá en el ongen - =: ; lo

do'r coso m
qual da una segunda equacion de condicion entre A y B y cons-
tantes: se conocerá pues A y B. Haciendo despues x=:AD ==.h
en la equacion final entre x é y, se tendrá el valor de la última
ordenada, ó el grueso del pie derecho correspondiente á la base.

ó dx=:

SECCION Ir.

Del equilibrio de las medias-naranjas.

22 I...a teoría que he dado en la seccion precedente del equi-
librio de las bóvedas de cañon seguido se aplica tambien á las
medias-naranjas, salvo las modificaciones ó diferencias que resul-

.

tan de la diferente manera con que se engendran estas dos éspe-
des de bóvedas. Se sabe que las primeras estan producidas por el
movimiento de una curva que se mueve paralelamente á.sÍ mis-
ma, las otras por el movimiento de revolucion de una curva al
rededor de un exe vertical; pero del mismn modo que á una bó-
veda qe cañon seguido se la puede mirar como el conjunto de
una infinidad de bóvedas infinitamente delgadas, colocadas para-
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lelamente las unas al lado de las otras: así tambien es men~ster
imaginar en las medias-naranjas una infinidad de planos, que se
cortan segun el exe de revolucion, los quales determinan de este
modo una infinidad de bóvedas elementales, que formal1 ángulos
entre sí, y aumentan en latitud desde el vérrice hasta las impos-
taso En este caso la qüestion será establecer las condiciones de
equilibrio entre estas bóvedas parcial:::s, cada una de las quales se
compone de dos porciones iguales y semejantes, colocadas á uno
y otro lado del exe.

Es evidente que si las medias-naranjas, en lugar de tener círcu-
los por bases, que es lo mas comun, y lo que supongo, tuviesen
elipses, polígonos regulares simétricos, se las podria igualmen-
te descomponer en bóvedas parciales y elementales, en las quales
se establecerán las condiciones de equilibrio por los mismos me-
dios que voy á emplear para las medias-naranjas propiamente
tales.

CAPITULO II.

Determinacion del grueso que se ncmit a dar á lospies de una medi~-
naranja I para resistir al empuje del casquete superior, conside-

rándole como un cuerpo separado.

~3 El problema de que se trata aquí es análogo al de laHire:
para las bóvedas de cañon seguido: era absolutamente nuevo,
quando di la soludon á la Academia de Ciencias en I 77°, con
motivo de la media-naranja de Santa Genoveva, como ya 10 he
dicho. Habian determinado algunos mecánicos el grueso de los
pies derechos de esta media-naranja por medio de la fórmula de
la Rire; pero esta saludan era puramente hipotética é insuficien-
te, vista la diversidad de los dos casos.

PROBLEMA.

24 Sea ( fig. 10) una media-naranja producU1 por la re'Vo!u-
,ion del espacio comprehmdido entre la cur~Jadel intrados ACA' y la
curva de/ extradas aca' al rededor de la montea vertical OCa: supon-
gamos que esta media-n<1ranja procure romperse en h'lS direcciones
dadas de las ju:tas ZX, Z'X' indinadas al horizonte, y pe1pc?ndi-
,u/ares á la curva del intrados, de manera que la parte surrior
ZXcX'Z'C pued,l mirarse como un S% y mismo cuerpo, y que /a
parte AZXa ()o mismo para el otro lado de la bóveda) 110fon12~
~on el pie derecho ,orrcspondicnte ADFT mas que un solo y mismo
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macizo sólido en toda su extenÚo n , el qual, girando al rededOf' dtl
punto F, se cae quando se desune la bóveda: se pide el espesor DF que
debe tener para que haya equilibrio.

l.

Segun la idea general que se ha indicado (art. .2.2) hago
pasar por el exe vertical YOC de la media-naranja dos planos
y KLt~cC, Ykln6cC, que forman entre sí un ángulo infinita-
mente pequeño, y que prolongados convenientemente, determi-
nan á uno y otro lado del exe dos porciones iguales y correspon-
dientes en la parte superior de la media naranja, y otras do~ por-
ciones tambien iguales y correspondientes en la parte inferior. Pa-
ra que haya equilibrio se necesita que se halle en la direcdon
QCO del peso ZXcX/Z'C un punto Q, desde el qual se puedan
baxar dos perpendiculares sobre las juntas XZ, X/Z/. Represente-
mos el peso de que se trata por QN, Y descompongamos esta
tL¡erzasen otras dos QJ, QS, las quales expresarán los esfuerzos
que el sistema de las dos porciones superiores exerce contra el sis-
tema de las dos porciones inferiores.

n.

Imaginemos que la fuerza QJ se aplique al punto G de su di.
rcecion, y representérnosla por Gh == QI; descompongamos la
fuerza Gh en otras dos fuerzas Gq, Gf, la una horizontal, y la
otra vertical. Se ve que la fuerza horizontal Gq procura derribar
la porcion inferior al rededor del punto medio F, ó mas bien de
la recta LFI, perpendicular á la seccion media YFT AZX; y que
al contrario la fuerza vertical Gf conspira, con el peso de la por-
cion , á mantenerla. N o se trata pues ya mas que de establecer la
cquacion de equilibrio, segun esta consideracion.

Para abreviar un poco el cálculo, á la parcion , representada
por su perfil medio AaZX, substitUiré una porcion de la misma
base y de la misma altura, representada por su perfil medio Aax7l.,
lo que puede muy bien hacerse. Por otra parte será fácil, en cada
caso particular, tener en cuenta la verdadera figura de la pordon,
si se tuviese por conveniente. Ademas, tOmaré la gravedad == l,
suponiendo tOdo el sistema de una misma materia homogéne~
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Que se tire desde el punto indeterminado R del e'Xelas rec-
tas RP, Rr, Rp, en el plano medio vertical de las porciones, y
en los planos verticales que las terminan. Tírense á los peqlleños
arcos mn, pr, considerados como líneas rectas, los pequeños ar-
cos Ó rectas infinitamente próxImas dJ', ef.

Supongamos
el senotota1 = ]
el ángulodado OQG = m
el ángulo infinitamente pequeño LYi, Ó pRr. == '7(
OA Ó RM == b
Aa == a
Ad ó TF == h
AG ó VG == k.
AV ó DH == i
Rz " '"'0''''''' ==J
la doble porcion producida por la revolu- }- Sdon de ZXcX/Z/C al rededor de eo - 2'7( '-
(siendo S una cantidad dada por el e5pesor de

la media-naranja)
el grueso desconocido DF del pie derecho = z,

2-;rS.sen.m 2'iTS.(sen.m)'
se tendrá, fuerzaGh==.--; fuerzaGq==---

sen.2m seno 2m

~ '7(S. tangom; fuerza Gf ==.71'S.Si se consideran los momen-
tos de las dos fuerzas Gq, Gf, con relacion al punto F, se tendrá

Momento de la fuerza Gq ==.'7íS. tango m (h + k)
MomentO de la fuerza Gf==. '7íS. O+z).

El pequeño trapecio dhe ==.zix dJ' == '7íJdy; Y su momento,

con re1acion al punto F, es '7íydy. (b+z- y), cuya integral es
?T(b-+-z)y' -;ry¡. 'f-- - -- + A: 1l1tegralque, deblendose desvanecer

2 3
quando y==b, Y recibir su valor com.eleto quandoJ ==.b + z,

?TeZ) -+- 3bz ) . .
,e transformafinalmenteen

6 .Slendo esta expreslOn

el momentOde la capa mnrp, y estando la porcion ~KkLltu com-
puestade una infinidadde capas, todas iguales,y puestaslasunas

. -;rh(z¡+ Sbz')
,obre lólsotras I el momento de esta porclon es - es

.
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Aplicando el mismo cálculo á la porcion representadapor
. 'iT(b-+-z)ytel perfil Ai\xa, y observando que en estecaso la ll1tegral -

~J 2

--+ A, debe de desvanecerse quando y==.b, y recibir su
3

valor completo quando y=b+c, se encontrará que el mamen..
. 7rk

to dé: esta porclOn es
""""6"

(6bcz+ 3c2z- 3bc2- 2C3).
Igualando el momento de la fuerza Gq á la suma de los tres

momentos, y quitando el factor comun 'ir, se tendrá la equacion

fUl1l1amentaldel equilibrio.
", . h(7}-+-3bz')S tangom lh + k) == S e, +z) + ,......

6
k(6bcz -+-3c'z - 3bc'- uJ)

+ 6 eA):

equacion del tercer grado, que dará á conocer z, ó el grueso DF

del pie derecho.
Advertencia I:"

2) Sucede por lo comun que la media-naranja tiene en su
vértice una especie de linterna, que puede ocasionar una carga
considerable: entonces primeramente se necesita buscar, por me-
dio de cada una de las partes de esta linterna, la masa total que
resulta: despues se convertirá en un cilindro V (jig. I I) concén...
trico con la media-naranja, de la misma materia que ella, y de ba-
se y de altura conocidas.

Esto supuestO, observo que los dos planos verticales que han

determinado abaxo la dobl.e porcion 2'7l"S determinan tambien

en el cilindro V una doble porcion correspondiente, cuyo esfuer-

zo se une con el de 2'7l"S,y cuyo valor se necesita hallar. Pero.

llamando n la razon de la circunferencia al diámetro, f' el radio

de la base del cilindro V, ').1su altura, se tendrá primeramente,

2flr por la circunferencia del cilindro, y 2rIr'1 por su solidez.

Despues, considerando que el arco 'ir tiene la unidad por radio,

y que por consiguiente el arco que le corresponde en la circunfe-

rencia de la base del ciHndro V es ..::.: si se forma esta propor-
1
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don 2n1': 27Z"1'::2ITr:t: á un quarto término, cuyo quarto tér-

mino 27r',j será el doble de la pordon pedida. Así se apIicará

aquí la equacion del artÍculo precedente, poniendo 27Z"S+ 27r'1'1

en lugar de 2'7rS, Ó S + r'f en lugar de S, quedando por otra

parte todo lo restante 10 mismo.

Advertencz"a 2.4

26 Por 10 comun la parte superior de los pies derechos está
coronada con un ático, cuyo peso concurre, con el de las demas
construcciones, á cargar los pies derechos. Se puede mirar este
ático como una espede de anillo representado en perfil por el
rectángulo adke, y formando cuerpo con el pie derecho de la
parte inferior de la media-naranja, 10 qual procurará disminuir el
grueso DF , Y reducirle á otro DJ. Suponiendo la base ae==.p,
la altura ad==.q, el grueso acrualDj==u, oA+Aa=b+c==.y
se encomrará, del mismo modo que se ha hecho para la por-
don A,>.,.Xa(24, núm. II1), que el momento de la porcion re-

'íT'l( 6)'pu+ 3P2U- 31'p2- 2p3)
presentada por adke, es 6

; cuya ex-

presion es menester añadir al segundo miembro de la equacion

general eA), despues de haber escrito u por z. Ademas, para te-

ner en consideracion el peso de la linterna V, será necesario po-

ner S+ 1'1 en lugar de S. Así pues se tendrá siempre una equa.

don de tercer grado, por medio del qual se sacará el valor de la

incógnita u.
Advertencia 3.4

~7 Como está en nuestra mano aumentar mas ó menos el
macizo dd ático, podemos hacer entrar de otro modo este maci-
zo en el cálculo. Para esto, supongamos que quedando todo lo
mismo que en el artículo 25, se represente el perfil del ático por
el rectángulo Aigm, cuya base Am es igual á la base desconoci-
da Df del pie derecho, y cuya altura dada Ai=q, tendrémos
entonces un pie derecho Digf, cuya altura dada iD ógf==DA
+Ai=h + q: cantidad que representarémos simplemente por H.
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De donde, haciendo la incógnita actual d/=t, c;aldrá,por el ar-

tículo 24 y 25 ,

t3 + 3bt2 -+-
(6( s-+- ,'i) -1-k (6bc -+-sc')]

t ...................................
. H

6( S+ ¡"/) i- k(3bc' -1- 1&')-6:5 -1- r'l) tang.(Ir-l-k) .
+ H =0: equaclOtI
de equilibrio de un uso cómodo en la práctica.

Los datos que entran en esta equacion dependen de la natura-

leza de la curva generatriz de la media-naranja, y de la posicion

del punto Z en que se supone se rompe la media-naranja.

Advertencia 4/'

28 Segun algunas experiencias, el punto de rotura Z está en
la interseccion de la curva ACA' con la diagonal OK del rectán-
gulo OCKA.

Adopto esta hipótesis, que debe de conformarse basta me bien
con la verdad, sobre todo para las medias -naranjas peraltadas,
que es el caso mas comun. AJemas supondré, que la curva del
imrados ACA' es una parábola, como en"'efecto lo es en la media-
naranja del pameon fi-ances, que es lo que he tenido principal-
mente en consideracion para todo esto. Miraré tambien el extra- .

dos aca' como una parábola, á lo menos aproximadamente.

Determinacion general de los datos del problema, s!gun el artículo
precedente.

29 SeanOC = a, oA== b, Oc= a',Oa ==b'; Y llamamos
n . l'. .

d
. , , 2 fl

siempre -la raZOI1de la CIrCUl11erenClaal Iametro, o -la ra.
l I

ZOI1 de la circunferencia al radio. -

Los triángulos rectángulos semejantes OCK, OEZ dan EZ
OE xCK (OE)'x(CK)' .= , ó (EZY=

o'
j y la. propIedad de la

oc ( e)
b' b'

parábola da (EZ ):1 == CE x- =(OC - OE ) .-. Igualando
a a,

entre sí estos dos valores de EZ, y despejando OE, se encontraw
a(vs-r) b(1"S-I)

rá OE == --o LuegoEZ=- , y CE.............
-

a(3 -1"5) ! a ,

---e a
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Supongamos que ACA' (jig. IO ) sea la parábola interior de

la media-naranja; que el puntO G se confunda con el punto Z; y
tiremos la ordenada ZEJ que es la misma que la ordenada ZE de
la figura II. Siendo la recta GQ ó ZQ perpendicular á la jun-
ta ZX, Ó tangente á la parábola en el puntO Z J el ángulo ZQE,
ÓGQO, que hemos llamado m, tiene por expresion de su tangen-

ZE, ZE ZE bv(S - r) b
te-o ASl tang.m=-=-=--=--'---.QE QE 2CE 2a(3-vs) a(vs-¡)

El paraboloide, producido por una revolucion entera del

segmento parabólico CEZ, al rededor de CE, tiene por valor
CE ; TIab:x(7-3vS) \.

n (EZ)2 x - Jo - ; y del l1U,smomodo el pa-
(2

4-

raboloide, producido por la revolucioll del segmentoparabóli-
. TIiI'b':x(7-~VS)

ea cEz 1 al rededor de cE, tIene por valor '.
4

Llamemos por un momento N el exceso del segundo paraboloi-

de sobre el primero, no atiendo al pequeño sólido producido

por el triángulo mixtilíneo ZXz.

En la expresion de la doble parcia n 2?rS del artículo 24, el

arco elemental?r tiene la unidad por radio, y 2TI es la circunfe-

rencia entera para el mismo radio I : se tendrá pues aquí la pro-

pordon 2TI: 2?r :: N: 2'7l'.S; y por consiguiente ""'oO''''''''''''''''''.

S==~= (allP-ab')x(7-3v5) .
2TI 8,

Todo 10 demas lo dan inmediatamente las dimensiones parti-

culares de la media-naranja.

.Aplicacion de la teoría precedente á l.¡ media-naranja
del pa1lteon ¡rances.

3° En esta media-naranja la parábola ACA' es tal, que tiran-
do las cuerdas CA, CAl, el triángulo es equilátero; y se tiene AA'
==AC ==CA' == 64 pies; lo que da OC == 5S,42 S pies; la altu-
ra Ad del pie derecho ==44 pies, la altura reducida Ai del áti-
co == 20 pies; el grueso Aa de la bóveda en el ar.fanqlle=: 3 pies,
y el gruesoCC , en el vértice, == 1 pie y 6 pulgadas; en fin, la
linterna se reduce á un cilindro V, que tiene por base un círculo
de I5 pies de diámetro, y por altura la pies.

u
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Evaluarémos todas estas cantidades en pies lineales, pies qUa-
drados, pie" cúbicos, segun sean dichas cantidades líneas, super-
ficies ó sólidos.

Se tiene a==. 55,425; b ==.32 ; a' ==.56,925; b' == 35; e- 3;

k=A'A =OE=34,253;"i=A V=AO-ZE= 12,224; h -44::

q=20; H=h+q==64; r==7,5; 2/=10; S =473,694; r2j

== 281,25 ; tango m == 0,467, número absoluto. Substituyendo

todos estos valores en la equacion (B), se transforma en
t3 + 96t2+ 393,503t - 2105,659 == o.

Pero el valor de t, que satisface á esta equacion, es al poco
mas ó menos, 3,25' Así el grueso del pie derecho debe de ser de

3 pies, 3 pulgadas para el simple estaqo de equilibrio..
Si por otra parte, quedando todas las demas dimensiones las

mismas, se diesen 4 pies de grueso en el arranque Aa de la bóve-
da, dos pies de grueso Cc en el vértice, y 20 pies de altUra en el
cilindro V, que representa el peso de la tierra, se encontrará pa-
ra t un valo[- un poco mayor que 4 pies.

S;mflot ha dado 5 pies, 8 pulgadas de grueso á los pies der¿-
chos en las panes las mas débiles, y 16 pies en las quatro partes
pr inci pales que corresponden á los centros de los pilares destina-
dos á sostener la media. naranja.

Por donde se ve que no hay que temer qu~ se arruinen los
pies derechos. En efecto, no han experimentado ningun movi-
miento de esta especie. Las columnas se han arruinado por otro;
motivo que ya he indicado.

CAPITULO 1l.

Condiciones de equilibrio mtre todas las partes de una media-naranja.

31 No se trata ya aquí de una mecÜanaranja que se desune-
por masas finitas: es menester ahora mirar la media.-naranja como
compuesta de una infinidad de dovelas que deben de equilibrarse
mutuamente, y buscar la relacion general qiJe eXIste para esto en-
tre la figura de la curva generatriz de la media- naranja y las fuer-
zas que obran sobre las dovelas: problema semejante al que se re--
solvió para las bóvedas de cañon seguido en el capítUlo II de la
seccion precedente. Despues se determinará el grueso de los pies
derechos, segun el estado de equilibrio, que es indispensabJe
exbta de antemano.
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PROBLi:MA.

.32 Determinar las condiciones de equilibrio entre las fuerzas
que ob!ansobre las doveJas infinitamente pequeñas de una media-
naranja.

Sea el espacio ACO (fig. 2) terminado por la montea ea,
la ordenada OA de la curva AC , la qual, por su revoluciol1 al
rededor de la montea eo, produce el sólido, que llenará lo inte-
rior de la media-naranja. Empiezo haciendo, relativamente á lá
curva CA, la misma construccion y los mismos raciocinios que
se han hecho para las bóvedas de cañon seguido, en el artÍculo 4,
observando adema s que entonces las caras laterales ó las juntas
de las dovelas formaban planos inclinados; en lugar que en las
medias-naranjas estas caras estan sitUadas en planos verticales, que
van todos á cortarse segun el exe de la bóveda. Se ve por esta obser-
vacion, que las dovelas de las bóvedas de cañon seguido se pue-
den representar por superficies; pero las de las medias naranjas tie-
nen tres dimensiones, y forman especies de pirámides truncadas.
, Sean (fig. 4)

CR ,.., , ==. x
C R'. ..-' " .,.. "'''''''''' oo , , == x'
CR" oO"'''''''oO''''''''oO'''''''''''''''''''''''''''''' == x"
MR ,.. , , ",""""""""'..., , ==y
NR'.. ' , .., == J'
PR(f. " """ ' ,,"' ==

J1f

cada uno de los tres elementos iguales MN, NP, P<1 == ds
el radio osculador MI., " == R
el radio osculador siguiente NI =:R'

, el ángulo elemental descrito por la ordenada MR, }-
al rededor del punto R, con el radio 1 - '7t'

la fuerza absolUta que impele el trapecio elemental} ==F
descrito por MN ...' ..oo ' ' .....

la fberza absoluta consecutiva == P
las fuerzas que obran sobre cada punto de los dos} ,

., ~, cptra peclO.s consecu tl vos ,.. ,; . ,.......
el ángulo eZF de la fuerza F ó cpcon el exe u
el ángulo consecuti va á ti u' .
Procediendo como en el artículo citado, tendrémos primera.

F R' ( dy" cosott'-+ dx" seno¡¡")
,

mente-:=-X-
F'R dy cos.u+dx Sen.u
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Fero F='7%'. ~yds; F'==F+dF=='7l'(~yds+dsd(~y)); R'
= R + dR; dy" == d ey' -+- dy') == d ey + 2dy + d2y) == dy
+ut?y+d 'y;dX'I=dx+2d2x+d'x; cosoul=cos.u+d(cos.u);
seo. t/ == senou + d (sen. u). Así la equacion precedente se trans-
formará en '

eX) - {cpcos.u (2Rd2y+ dRdy) + ~y senoU(2Rd2x-t- dRdx)... o--+- Rc{y. d(~y cosou) -+- Rdx. d(~y senou).
Por medio de esta equacion se encontrará la naturaleza de la

curva generatriz CA, dada la ley de las fuerzas <p;ó recíproca-
mente dada la curva, se encontrará la ley de las fuerzas <p, lo que
forma dos equaciones de la misma naturaleza que las que he con~
siderado e6) para las bóvedas de cañon seguido. Me limito á 1.111
exemplo de cada una, por 10 que hace á las medias~haranjas.

Exemplo de la primera qüestion.

33 Supongamos que las fuerzas <psean constantes y verticales;
se pide la curva CA.

Se tiene aquí, COS.U==I, sen.u==o; y la equacion eX) se
transforma en

o==y e2Rd2y+dR~)+Rdy2;

ó o ydye2Rd2y+dRdy)+R:(r" cuya integral es Ads'=Rydy'J.
. did:/:;

Pomeodo por R su valor - -;--, se tendra Adsd2y+ ydfldx
; d'y yd:/dx d ? / d'y

.

) ydy'd,l,'
l== o, o A -- + . == o, o Ad

\' - -+- - o; odi di- di di

que da (efectuando la diferenciacion indicada), A~sd2')'-Adyd2s

-+-ydy2dx == o , cuya equacion no tiene ninguna diferencial cons~
tanteo Hagamos dy constante, tendrémos -Adyd's +ydfdx==o,

ó - Ad2S-+-yd.ydx==0.

Sea ds == zdy; se teodrá d2S==dzdy; y la equadon se transfor-

mará en - Adz +ydx =0. Luego, por causa dedx=Vds2 -dy2

== d.rv eZ2 - 1 ), se tendrá - Adz + ydyv (Z2 - i) ==o , ó ydy
Adz . y>

( z-+-V(z'- x) )== v >
. , cuya 1l1tegral es - == A.L . --- .

(d-x) 2 B

Así y es una fundon conocida de z; y por causa de d.x:== zdy, se-
rá igualmente x una fundon de Z. Se podrá pues construir la cur-
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,:.D~!é;~t1fest3.SUrya,.esdiferentege lafatÚtariavueJí3', siénZ
~~~f,;$1)j;~!1.t1lmismosup;~'esto de'la~ !Uer~s'lpi debiade senma
f3~eIJ~rlaX1Jdtapara las bovedas ~e <:an()n,segUIdo(7). Es pues
~if!5~z<?qque.JJ)u.chospráctic.os empJeap la catenaria 'vuelta par~..
~:;.D'ledlélS'naraDJa5'-,en el caso en que s,esupone que todoslo~
,~()s\o..eJasdove1as son oprimidos ve1ticalmentepor fuerzas
~gtlaIe~~'

"

;
,'"" Exemplo de la.segunda qüestion. '

'"

34 Suponiendo 'Verticales las direccionesde las fuerzas lp, J la
'iUf'1Ja.CA unquarto de elipse, cuyo sm1i-exe OC == a, el semi.exe
pA == b: .sepide el 'Valor de cp.

Primeramente la equaciol1 fundamental (C) se transforma en

o =.cpy(zRdZy + dR4r) +Rdy. deepy),
ó 0== cpy(zRi&dZy +dRdy~ )+RdyZd(cpy),

; "..," ,Ads"

fj~yaintegrales Ads'J == \p)IRdy2.Luego <p==
Rydy" . Pero por

la natúraleza de la elipse
,,;": ",ds>

': -
!."Rydy> :- y(b'_)I')v'(b4_b".J.l+Il'Y» .
Así se tendrá,cpen funcioi1 de y. Debe de determinarse la constan-
te A por la condicion de que en el vértice~ el valor de cpes dado.

IIb>

ESCOLIO.
"

35 Suponiendo t.odas las partes de una media-naranja en equi-
.1ibrio, se podrá s:;onsideraruIJa de sus porciones elementaJes co-
IQ.oÚna bóveda parciaJ , y se determinará el grueso de los pies de-
rechos que la sostienen pol' el métOdo del artículo 24. Creo no
debo.entrar en nuevos detaJ1espor 10 que hace á esto.

CAP 1 T ,U LO 111.
,">-."

"

.

De laJigura eXterior de los pies derechosde una media-naranja,
quandoistos pies derechosprocuran dividirse por hi-

ladas horizontales.

PROBLEMA.

,

, 36
.
Sea una media-naranja producidapor la revoluciondel es-

pacio ACca (~g. 9) al rededor del exe vertical OCQ,y que se apo-
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Imaginarémos , como'ai1feI"iqrtl1e1t~,P9~eI ~~..,'~,"J'
bóveda l1Qainfiúidád ,de p1anbs:v~rticales,quei:1i~!ct':~:
naranja en una-infinidadde'P9rciones;y.de,terlp.ip~r~m
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bóvedas parciales.
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Tomemos QN sobre el e:xe K()(jQ.p.ar.arepres~
que result~ quando se,SÚ11ian-éntre sí"elp.rspdeJ~,q.,;

-superior de la media-naranja, y d-peso'<;ie,,la\d.()1)I
cilindro, que representa la lintern,ac()l1'queptIec1;,.,;
la media -llaranja en el vértice -fd~scori1pái1gainps)a{Qé
otras dos QI, QS perpendic"ula:resá)asjyntas.A..~,~t'.~~#j
do Ah=Q-l! descompogaIrios laf~egaAkeP;9~f~~~f'
la una hüflzontal, y laotravert}caLSeaeI~r~cta9:g!J
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,< c'~9liao-anlll~;d~Sédt(>,pór el rectángulÓEE'ee',
~~le",-~pgulo:ár;;ysu:móIIlénto;: con, relacionalpun:.
~,'3iJxC.bJ-by,t J.c' ,

"

""/~¿é~i>fes¡"ones: no hay'alpresente'mas variables que
~~>pe,~esarioeri:1pezar por integradas, de manera que se
}a11'1~sj~tegrales~9.uand9t , ,~, y recibán sus valores

~s,~u~l1dÓt';-'b:-+. 3'c: PPl' eSto:se enco~itrará queja capa
,:',.,'" .' ., -. 7fá.-r(2by+y%)
~<HPf()ql1cldapnr,el~rape~lo.PMmp=:. ,," . , y

.' ,"" ", ,",,'
"

2

g'~~ni~~t&~, cori' reÍadOb arp~ntó:M"
ei,7fJ,r ($"Y%,-+

y3 ~'

-0" ',
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'" ' "
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, 6
!~é~i1tro'd~gr<\vedad de'

, la pordon, de la qu~l un ele-

{{~~t~IÍ1ismacapa, di¿ti deiexe AP {iela camidad.'...:~.~..

-#;0ff~\y,p6é cbnsigúieqÚ:la'distanchl de este mismo
,.~~:1{'.

"
, ,- ',' 'j'(gby,'-+ y,3 )¿x

' ",

",~'.~=rt~~al~"fe~Y~~:~lt;by+y')¿'~;': lo que da final-

,~ijjÚby,/+-y')Jz -;rf(gby'+y3)dz .,
d 1
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,

.
' 6 - por m,o~ento e a

,~~~\f~stioncon respecto á1avértical :MT. '

P'9~~el1qo.,siémpre la fuerza de adherencia p'ropbrcional
','-";"'1\'., '

,

, n;cies ..si se llama F el peso que expr~sa;la:adherenciapa-
,

,""''''''
,",

, ,

' ",,~"'"
'" '

,~~S~p~f,fic,ie dada c'A,es evidente' <fü~ el m oci ento\ deJa ~dhe~
,

,~,,' ,C'. .::..'~' <,""
¡.

""

,

i;~a,'~~J~"~Sw~!fis~e,desfr-itap?r Be con la
-

sUf~~~~:econtigua",

r )i'-~J,P};!~~9;;1Y!',tie,nepore~presion'---z""-(b+J-t),
,: ' "(i1i''F,~tiby% -+-y3) ,

' ". c.
',

;~n.', <
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, tomando esta mteg~al, de m9do

,"-,',
",",

""'"

,-

",'

:,6fi

'"

-

,

"~~~;Y~9.~í~qi.iand¿tt = b,' y'que, ,-:ed~asu valor' completo

~.tL{~~~h-;;",'."',',' ,',
"', ,

'
'

'~ra;:ibl'car~el:equ!Ub~iQ:1Se-pe,césita-que el mOmento de
:1,j;t'}fq'".u~'aL'mo'nie~to-<ie)a fuerza~f, del peso de

~~on.yd~;l~'.fueIzadé a~herenda. Así se tendrá la equacion
áfuéntal.
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:&(S + rY) .tango

f(ghy' + yJ) J:~,
F

<gby'+ y3 )
~

6 -1- ~~.
"I

Haciendo, paI~ a~r.eviar',

=N :Jil/'equaciol1 preced~ntese

~"-- M' ,', f(zby+y')Js,

1\,L'fJ.;N- ~ -+-y -
:&

N(gby'+y3)
+ 6

.
Diferencio .dos veces esta equacion

lo pongo todo en un miembro ,lo

, (6AM - 3by2-2f)dZx

Hago despues dx zdy~'y por
-

,
.'

que muda la equacion en esta otra

(6AM - 3by2_2yJ)dz-Ú2by
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